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Resumo
A Morte Su´bita dos Citros e´ uma doenc¸a que afeta e mata laranjeiras doces e as tange-
rineiras Cravo e Ponkan enxertadas sobre limoeiros Cravo e Volkameriano, que representam
cerca de 85% dos pomares c´ıtricos de Sa˜o Paulo e sul do Triaˆngulo Mineiro. Acredita-se que
tal doenc¸a seja causada por v´ırus transmitidos por pulgo˜es (vetor) de citros.
Para estudar a disseminac¸a˜o da doenc¸a propomos um modelo de simulac¸a˜o a partir de
autoˆmatos celulares, o qual leva em conta o efeito do vento nas distaˆncias alcanc¸adas pelo
pulga˜o. Para estabelecer a relac¸a˜o entre espac¸o percorrido pelo vetor e a intensidade do vento
utilizamos um sistema baseado em regras fuzzy.
Para estudar a densidade populacional dos pulgo˜es, levamos em conta que eles teˆm a joani-
nha como principal predador natural. Estabelecemos uma base de regras fuzzy para modelar a
interac¸a˜o pulgo˜es e joaninhas. As trajeto´rias obtidas no plano de fase sa˜o comparadas com as
de um modelo determin´ıstico presa-predador do tipo Holling-Tanner e tambe´m a um modelo
determin´ıstico presa-predador de Lotka-Volterra.
A partir dos resultados obtidos, iniciamos um estudo para investigar alguma pol´ıtica de
controle da Morte Su´bita dos Citros.
iv
Abstract
Citrus Sudden Death is a relatively new disease that has affected and killed sweet oranges
grafted on the Rangpur lime. This is a worrying characteristic because the Rangpur lime
amounts to 85% of the citrus orchards in Sa˜o Paulo and the south of “Triaˆngulo Mineiro”. It
is believed that the disease is caused by a virus transmitted by citrus aphids (vectors).
We have adopted the Cellular Automata model to study the advance of the disease, which
considers the effect of the wind in the distances reached by the aphids. We have adopted the
rule-based fuzzy system to establish the relationship between the space covered by the vector
and the intensity of the wind.
To study the population density of aphids, we have considered that the ladybug is its main
enemy. The trajectories of the phase-plane are compared to those of deterministic predator-
prey models of the Holling-Tanner and Lotka-Volterra types.
From the obtained results, we have begun a study to investigate some control policies for
the Citrus Sudden Death.
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”O correr da vida embrulha tudo,
A vida e´ assim
Esquenta e esfria
Aperta e afrouxa
Sossega e depois desinquieta
O que ela quer da gente e´ coragem.”
Guimara˜es Rosa
“The only thing necessary for the triumph of evil is
for good men to do nothing.”
Edmund Burke
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A` minha ma˜e Hayde´e, um exemplo de vida.
“Enquanto o mundo te adorna a presenc¸a com legendas sublimes, abrilhantando-te o nome,
quis trazer-te a homenagem de meu reconhecimento e de meu carinho, segundo as dimenso˜es
de tua bondade, e te rememorei os sacrif´ıcios...
Revi, Ma˜ezinha, as tuas noites longas, junto de mim, quando a febre me atormentava no
berc¸o. Anjo transformado em mulher, erguias as ma˜os para o Ce´u e o que falavas com Deus
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vida.
Quantas vezes me abrac¸aste, trocando beˆnc¸a˜os por aflic¸o˜es, na˜o conseguiria contar. Quantas
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Introduc¸a˜o
A Morte Su´bita dos Citros e´ uma doenc¸a de combinac¸a˜o copa/porta-enxerto, que pode
levar a` morte plantas sobre porta-enxertos intolerantes. Pesquisas mostram que os vasos do
floema do porta-enxerto, que levam os produtos gerados na fotoss´ıntese para as ra´ızes, ficam
bloqueados e degenerados. Sem alimento, as ra´ızes apodrecem, a a´rvore definha e morre.
O primeiro relato oficial dessa doenc¸a foi feito em fevereiro de 2001, baseado em plantas
sintoma´ticas identificadas em Minas Gerais (nos munic´ıpios de Comendador Gomes, Fru-
tal e Uberlaˆndia) e Sa˜o Paulo (nos munic´ıpios de Altair, Barretos, Coloˆmbia e Guaraci), e
representa uma ameac¸a para a citricultura paulista e nacional, uma vez que afeta todas as
variedades comerciais de laranjeiras doces e as tangerinas Cravo e Ponkan enxertadas sobre
os limoeiros Cravo e Volkameriano, que representam cerca de 85% dos pomares paulistas e
mineiros.
Pesquisadores da Alellyx Genomics, empresa de biotecnologia ligada ao grupo Votorantim,
descobriram dois insetos conhecidos como pulgo˜es que transmitem o Citrus Sudden Death
Virus (CSDV) ou o Vı´rus da Morte Su´bita dos Citros, um v´ırus ate´ enta˜o desconhecido,
da famı´lia Tymoviridae, que eles acreditam ser o responsa´vel pela Morte Su´bita dos Citros
(FAPESP [2004])- os pulgo˜es Aphis spiraecola (pulga˜o verde) e Aphis gossypii (pulga˜o cinza).
Os pesquisadores verificaram que o Toxoptera citricidus (pulga˜o preto), assim como os outros
dois, pode carregar esse v´ırus, mas os testes feitos ate´ agora na˜o indicaram que esse pulga˜o
seja igualmente capaz de transmitir o microorganismo.
No u´ltimos meses a equipe da Allelyx tem mostrado uma relac¸a˜o direta entre a doenc¸a e
esse v´ırus, encontrado apenas em a´rvores de regio˜es atingidas pela Morte Su´bita.
Os objetivos deste trabalho sa˜o estudar o espalhamento geogra´fico da Morte Su´bita dos
Citros, e propor modelos do tipo presa-predador baseado em regras fuzzy, visando o controle
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biolo´gico da doenc¸a. Comentamos tambe´m o que tem sido feito para controlar o avanc¸o da
doenc¸a e fazemos um estudo sobre o uso de inseticidas nas plantac¸o˜es. Para isto, procuramos
modelar a dispersa˜o da doenc¸a no tempo e no espac¸o, e propor modelos presa-predador p-
fuzzy (puramente fuzzy) para a interac¸a˜o entre pulgo˜es e seu principal inimigo natural na
citricultura, a joaninha, ou seja sem o uso de equac¸o˜es expl´ıcitas. Neste caso, a base de regras
fuzzy propicia as condic¸o˜es para a obtenc¸a˜o das soluc¸o˜es.
Contamos com as informac¸o˜es e banco de dados de pesquisadores do Fundecitrus e de
entomologistas. E´ neste momento que a teoria dos conjuntos fuzzy se faz necessa´ria, ja´ que
os especialistas citados utilizaram termos lingu´ısticos muitas vezes subjetivos quando nos
forneceram informac¸o˜es sobre o problema.
No cap´ıtulo 1, destacamos a importaˆncia da citricultura para a economia brasileira e
em particular para o Estado de Sa˜o Paulo. Apresentamos um histo´rico da doenc¸a desde os
primeiros relatos ate´ os dias atuais e o poss´ıvel agente causal. Acreditamos que esse histo´rico
se faz necessa´rio, visto que a doenc¸a e´ recente e, portanto, com muitas hipo´teses ainda na˜o
confirmadas e que esta˜o colocadas no texto. Apresentamos ainda, formas de disseminac¸a˜o e
medidas de contenc¸a˜o da Morte Su´bita dos Citros.
No cap´ıtulo 2, apresentamos considerac¸o˜es pertinentes aos processos de elaborac¸a˜o de
modelo matema´tico, simulac¸a˜o nume´rica, autoˆmatos celulares e definic¸o˜es ba´sicas da teoria
dos conjuntos fuzzy e de sistemas baseados em regras fuzzy, que sera˜o utilizados no nosso
trabalho.
No cap´ıtulo 3, para estudar a disseminac¸a˜o da doenc¸a, propomos um modelo de simulac¸a˜o a
partir de autoˆmatos celulares, o qual leva em conta o efeito do vento nas distaˆncias alcanc¸adas
pelo pulga˜o. Para estabelecer a relac¸a˜o entre espac¸o percorrido pelo vetor e a intensidade do
vento utilizamos um sistema baseado em regras fuzzy. Trata-se, portanto, de um estudo da
evoluc¸a˜o espacial e da evoluc¸a˜o temporal da doenc¸a.
No cap´ıtulo 4, estudamos a dinaˆmica do tipo presa-predador dados por modelos cla´ssicos
do tipo Lotka-Volterra e Holling-Tanner. Propomos treˆs modelos baseados em regras fuzzy e
as trajeto´rias obtidas no plano de fase sa˜o comparadas com esses modelos determin´ısticos.
No cap´ıtulo 5, estabelecemos um sistema baseado em regras fuzzy para modelar a interac¸a˜o
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pulgo˜es-joaninhas, a partir do estudo feito no cap´ıtulo anterior. As trajeto´rias obtidas no plano
de fase sa˜o comparadas com as de um modelo determin´ıstico presa-predador do tipo Holling-
Tanner. Ainda, utilizamos este modelo para descrever a dispersa˜o desses insetos em um talha˜o
de citros, utilizando um modelo de autoˆmatos celulares.
No cap´ıtulo 6, iniciamos um estudo para investigar alguma pol´ıtica de controle da doenc¸a.
Simulamos a aplicac¸a˜o de biocidas nas plantac¸o˜es e o que ela acarreta em relac¸a˜o ao agente
transmissor da Morte Su´bita. Fizemos um estudo sobre as consequ¨eˆncias para os insetos, do
uso cont´ınuo e moderado desses biocidas.
No cap´ıtulo 7, apresentamos as considerac¸o˜es finais e trabalhos futuros, ou seja, trabalhos
que foram iniciados e que pretendemos concluir em breve. Sugerimos um trabalho futuro
onde um modelo baseado em regras fuzzy seria elaborado para simular a dinaˆmica do tipo
presa-predador acoplado ao parasitismo, objetivando controle biolo´gico de pulgo˜es. Iniciamos
um estudo de controle o´timo da aplicac¸a˜o de veneno na plantac¸a˜o. Finalmente, propomos um
modelo um modelo cla´ssico de presa-predaor com difusa˜o-advecc¸a˜o.
Finalmente, o Apeˆndice A traz uma breve ana´lise de estabilidade do Modelo de Lotka-
Volterra e, no Apeˆndice B, comentamos a estabilidade estrutural do Modelo de Holling-Tanner.
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Cap´ıtulo 1
A Morte Su´bita dos Citros
A laranja, origina´ria da A´sia, foi introduzida no Brasil pelas primeiras expedic¸o˜es colo-
nizadoras. Ja´ em 1540 havia laranjeiras espalhadas desde o norte ate´ o sul do litoral brasileiro
(Bassanezi et al. [2003d]). Entretanto, foi somente a partir de 1930 que a laranja comec¸ou
a destacar-se no cena´rio nacional. A derrocada cafeeira, ocasionada pela crise de 1929, foi
de vital importaˆncia para o fortalecimento da citricultura nacional. Contudo, dois fatos con-
tribu´ıram para uma crise na citricultura nacional no fim dos anos 30: a 2a Guerra Mundial,
quando os pa´ıses participantes se viram obrigados a reduzir o volume de suas importac¸o˜es, e
a “Tristeza dos Citros”, doenc¸a que, ao causar o amarelecimento das folhas e o definhamento
dos frutos, comprometeu seriamente os pomares. A doenc¸a, causada pelo v´ırus da tristeza
dos citros e´ transmitida por af´ıdeos, em especial pelo Toxoptera citricidus (Kirkaldy 1907)
(Aphidoidea: Aphidinae), e provocou grandes perdas no final da de´cada de 30. Nove dos onze
milho˜es de pe´s de laranja plantados no estado de Sa˜o Paulo tiveram de ser arrancados. A
contenc¸a˜o da doenc¸a so´ ocorreu por volta de 1950 (Braga e Sousa-Silva [1999]). A partir
da de´cada de 80, o Brasil tornou-se o maior produtor mundial de laranja, destinada a um
produto tipicamente para exportac¸a˜o. Agora, em 2005, as exportac¸o˜s brasileiras de laranja
assumem valores recordes, segundo a Abecitrus (Associac¸a˜o Brasileira dos Exportadores de
Citros), mas novas doenc¸as surgem, ameac¸ando a hegemonia brasileira - dentre elas, a Morte
Su´bita dos Citros, muito semelhante a` Tristeza dos Citros, pore´m mais devastadora.
Neste cap´ıtulo apresentamos um histo´rico da Morte Su´bita dos Citros, a situac¸a˜o atual e
o que tem sido feito para conter esta doenc¸a. Na pro´xima sec¸a˜o vamos posicionar o Brasil no
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cena´rio econoˆmico mundial em relac¸a˜o a` citricultura.
1.1 A importaˆncia da citricultura no Brasil e no mundo
Atualmente, o Brasil e´ o maior exportador mundial de suco de laranja concentrado conge-
lado, com 74, 6% das vendas no come´rcio internacional. Essa lideranc¸a deve-se diretamente a`
qualidade e produtividade superiores as dos demais concorrentes. O Brasil e´ tambe´m o maior
produtor mundial de suco de laranja, com 49, 3% do total, seguido dos Estados Unidos da
Ame´rica, com 37, 6%. Entretando, os EUA consomem praticamente toda sua produc¸a˜o, pois
teˆm uma participac¸a˜o de apenas 3, 1% nas transac¸o˜es internacionais.
Sa˜o Paulo e´ responsa´vel por 97% das exportac¸o˜es brasileiras, sendo portanto, de forma ine-
qu´ıvoca, o grande nu´cleo do complexo citr´ıcola brasileiro (do qual fazem parte 313 munic´ıpios
paulistas e 17 mineiros). O Estado de Sa˜o Paulo dete´m o maior pomar citr´ıcola do mundo, com
cerca de 34,2 milho˜es de plantas em formac¸a˜o e 163,5 milho˜es de plantas c´ıtricas em produc¸a˜o,
respondendo por mais de 80% da produc¸a˜o nacional de frutos c´ıtricos, com me´dia das u´ltimas
cinco safras de 340 milho˜es de caixas de 40,8 kg (FNP Consultoria & Come´rcio, 2003). Ale´m
disso, Sa˜o Paulo tem 22,7 mil hectares de lima˜o (9,1 milho˜es de pe´s), produzindo 22,9 milho˜es
de caixas de 40,8kg e 20,1 mil hectares de tangerinas, colhendo 19,3 milho˜es de caixas de
40,8kg. A regia˜o de Ribeira˜o Preto e´ uma das maiores produtoras de c´ıtricos do Estado - as
a´reas de Araraquara, Jaboticabal, e Barretos concentram, juntas, 40% da produc¸a˜o de todo
o Pa´ıs.
Dentre as laranjas doces cultivadas no Estado, a variedade Peˆra e´ a principal, representan-
do 43% do total das laranjeiras existentes. A variedade ocupa lugar de destaque no total da
produc¸a˜o destinada aos mercados interno e externo de frutas frescas como, por exemplo, para
a produc¸a˜o de suco, segmento em franca expansa˜o no mercado interno. Ainda, as indu´strias
processadoras de suco c´ıtrico concentrado e congelado sa˜o as maiores consumidoras dos frutos
desta variedade em Sa˜o Paulo (FNP Consultoria & Come´rcio, 2003).
Cerca de 9% de todo agronego´cio brasileiro vem da laranja, oitavo produto da pauta de
exportac¸o˜es do pa´ıs (FNP Consultoria & Come´rcio, 2003).
Na˜o existem limitac¸o˜es clima´ticas para os citros, exceto em algumas a´reas do Nordeste,
5
onde as chuvas sa˜o inferiores a 700 mm por ano, e outras na regia˜o Sul, onde podem ocorrer
geadas fortes. As restric¸o˜es clima´ticas constituem se´rio fator limitante da produc¸a˜o de laranjas
para fins industriais, influenciando em va´rias caracter´ısticas da laranja, tais como colorac¸a˜o,
acidez, teor de so´lidos solu´veis, aroma, sabor, espessura da casca e per´ıodo de maturac¸a˜o.
Esses fatores limitam a adequac¸a˜o da fruta ao processamento para extrac¸a˜o de suco. As
boas condic¸o˜es clima´ticas do Estado de Sa˜o Paulo, associadas ao uso de diferentes variedades
cultivares, permitiram a` indu´stria local estender as suas operac¸o˜es por um per´ıodo superior a
9 meses no ano, enquanto nos Estados Unidos e no Me´xico, concorrentes diretos do Brasil, o
per´ıodo de produc¸a˜o e´ pro´ximo a 6 meses, devido ao menor nu´mero de variedades plantadas
e a`s condic¸o˜es clima´ticas (clima frio, sujeito a geadas) (Bassanezi et al. [2003d]).
Ale´m de sua eficieˆncia e capacidade de produc¸a˜o, a citricultura paulista apresenta algumas
caracter´ısticas peculiares:
• Os pomares de citros de Sa˜o Paulo ocupam uma a´rea quase cont´ınua de aproximada-
mente 615.300 ha (FNP Consultoria & Come´rcio, 2003), sem grandes variac¸o˜es de relevo
ou barreiras f´ısicas e com extensas malhas rodovia´rias; o traˆnsito de pessoas e ve´ıculos
transportando mudas, sementes, borbulhas e frutos c´ıtricos e´ intenso, o que confere
continuidade espacial entre plantas e pomares c´ıtricos.
• As plantas c´ıtricas sa˜o perenes e, portanto, esta˜o expostas durante todo ano e por
va´rios anos ao ataque de pragas e doenc¸as, sem um per´ıodo de auseˆncia de hospedeiro, a
exemplo do que ocorre com culturas anuais. Embora os fluxos vegetativos, que produzem
os tecidos jovens e suscet´ıveis da planta, ocorram com maior frequeˆncia nos per´ıodos
chuvosos, no Estado de Sa˜o Paulo, a emissa˜o de brotac¸o˜es novas pode ser observada
durante grande parte do ano, o que confere uma continuidade de tecidos suscet´ıveis e
de ino´culo entre as estac¸o˜es de cultivo.
• Os pomares paulistas apresentam uma variabilidade gene´tica muito baixa. Apenas qua-
tro variedades de laranjeiras doces (Citrus sinensis L. Osbeck) Peˆra-Rio, Natal, Valeˆncia
e Hamlin, propagadas vegetativamente por enxertia, representam 92% da citricultura em
Sa˜o Paulo. O porta-enxerto utilizado em aproximadamente 85% das a´rvores e´ o limoeiro
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Cravo (C. Limonia Osbeck), devido a sua rusticidade, vigor conferido a` copa e resisteˆncia
h´ıdrica do norte e noroeste do Estado.
Estas caracter´ısticas explicam a alta vulnerabilidade da cultura a` ocorreˆncia de epidemias
de doenc¸as conhecidas e de novas doenc¸as, como e´ o caso da Morte Su´bita dos Citros (MSC),
com importantes consequ¨eˆncias para a sustentabilidade deste agronego´cio (Bassanezi et al.
[2003d]).
Na˜o e´ de hoje que o Pa´ıs enfrenta dificuldades com pragas nos laranjais. Va´rios desafios
teˆm ocorrido ao longo do desenvolvimento das lavouras. Destacamos:
• Desde a sua introduc¸a˜o no Brasil, feita pelos colonizadores portugueses por volta de 1540,
ate´ o final do se´culo 19, as plantas c´ıtricas eram propagadas por sementes. Quando a
indu´stria c´ıtrica tornou-se importante no aˆmbito comercial, no in´ıcio do se´culo passado,
o uso de a´rvores enxertadas foi iniciado e a laranja Caipira (C. Sinensis L. Osbeck) era
o porta-enxerto mais utilizado.
• Na de´cada de 10 a presenc¸a da gomose, que limitava as primeiras exportac¸o˜es paulistas,
e a baixa resisteˆncia a` seca foram solucionadas com a troca do porta-enxerto laranja
Caipira pela laranja Azeda. A grande prefereˆncia brasileira pelo porta-enxerto de laranja
Azeda era devida a`s condic¸o˜es favora´veis ao seu desenvolvimento, boa afinidade com a
maioria das variedades comerciais, ale´m da qualidade das frutas produzidas sobre esse
porta-enxerto.
• Um episo´dio marcante ocorreu na de´cada de 40, quando se expandiu nos pomares paulis-
tas, a Tristeza dos Citros. A introduc¸a˜o do Vı´rus da Tristeza dos Citros (CTV) em Sa˜o
Paulo, em 1937, sua ra´pida disseminac¸a˜o pelo pulga˜o preto (Toxoptera Citricida Kirk.),
dizimou mais de 9 milho˜es de plantas enxertadas sobre laranja Azeda, o que represen-
tava cerca de 80% das plantas do parque citr´ıcola da e´poca. O problema foi solucionado
trocando-se o porta-enxerto da laranja Azeda, na˜o tolerante a esse v´ırus, pelo limoeiro
Cravo. Hoje, esse mal tornou-se endeˆmico.
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• Essa substituic¸a˜o levou ao crescimento de importaˆncia dos v´ırus da exocorte, xiloporose
e sorose, que na˜o afetavam a laranja Azeda, mas eram severos nas combinac¸o˜es com
limoeiro Cravo. A soluc¸a˜o veio com a produc¸a˜o de mudas a partir de clones nucelares
nos anos 50. A viabilizac¸a˜o da laranja Peˆra, principal variedade paulista (mais de 50
milho˜es de plantas), foi decorrente dos clones vacinados, pre´-imunizados contra v´ırus.
• Na de´cada de 60 aparece o cancro c´ıtrico na Alta Sorocabana e Me´dio e Baixo Parana-
panema (de Assis ate´ o Pontal), levando a` intensa ac¸a˜o de erradicac¸a˜o de pomares.
• A partir da de´cada de 70, o “decl´ınio dos citros” tornou-se um problema tanto na Flo´rida
quanto no Brasil, sendo os porta-enxertos mais suscet´ıveis P. trifoliata, lima˜o Rugoso e
lima˜o Cravo. A intoleraˆncia do limoeiro Cravo ao decl´ınio causou uma pequena diver-
sificac¸a˜o de porta-enxertos usados no Brasil. Tangerina Cleo´patra, lima˜o Volkameriano
(C. volkameriana Tan. e Pasq.), tangerina Sunki (C. sunki Hort.) e, no in´ıcio dos anos
90, citrumelo Swingle (C. paradisi Mac. x Poncirus trifoliata L. Raf.) mostraram ser
boas alternativas para a diversificac¸a˜o no uso de porta-enxertos.
• Doenc¸as como a Clorose Variegada dos Citros (amarelinho - de´cada de 90), teˆm sido ob-
jeto de ac¸a˜o direta do Governo de Sa˜o Paulo, visando preservar o inestima´vel patrimoˆnio
representado pelos pomares c´ıtricos, que sa˜o fontes estrate´gicas de emprego e renda na
economia estadual.
• Atualmente, mais de 80% das a´rvores c´ıtricas em produc¸a˜o no Estado de Sa˜o Paulo esta˜o
sobre limoeiro Cravo, e o restante esta´ distribu´ıdo entre tangerinas, limo˜es, citrumelos,
trifoliatas, citranges (Abecitrus, 2003).
• Nos u´ltimos anos, num trabalho integrado da Secretaria de Agricultura e Abastecimento
envolvendo a ADAESP e a APTA, apoiados pelo Fundecitrus (Fundo de Defesa da Citri-
cultura), foram erradicados os focos de cancro c´ıtrico em toda zona produtora paulista.
Foi tambe´m realizada varredura na Alta Paulista e Alta Sorocabana, eliminando as
plantas infectadas e suspeitas de cancro c´ıtrico, dentro da estrate´gia de erradicac¸a˜o da
doenc¸a em Sa˜o Paulo.
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Atualmente, a doenc¸a que tem preocupado os citricultores e´ a Morte Su´bita dos Citros.
Por ter sido detectada recentemente, muitas hipo´teses ainda na˜o confirmadas norteiam sua
causa e disseminac¸a˜o. Por esse motivo, a seguir, trac¸aremos um histo´rico da doenc¸a, desde o
seu primeiro relato ate´ os nossos dias.
1.2 Histo´rico
A Morte Su´bita dos Citros (MSC) apresenta-se como uma nova doenc¸a a desafiar a citri-
cultura.
Relatos datados de 1997 indicam a ocorreˆncia da morte de muitas laranjeiras doces enxer-
tadas sobre limoeiro Cravo, por motivos desconhecidos, no munic´ıpio do Prata, Minas Gerais.
Na e´poca, todas as plantas foram erradicadas e a propriedade atingida foi totalmente replan-
tada com mudas em outros porta-enxertos. Fotografias das plantas daquela e´poca lembram
bastante os sinais observados atualmente para a MSC. Entretanto, o primeiro relato oficial
dessa doenc¸a foi feito em fevereiro de 2001, quando os seus sinais caracter´ısticos foram descritos
(Gimenes-Fernandes e Bassanezi [2001]).
De acordo com este, as primeiras observac¸o˜es de laranjeiras doces enxertadas em limoeiro
Cravo, definhando e morrendo rapidamente por uma causa desconhecida dos citricultores,
foram feitas em dezembro de 1999, em uma propriedade no munic´ıpio de Comendador Gomes,
Minas Gerais. Nesta propriedade, em um talha˜o com 4.703 plantas de laranjeira Valeˆncia
enxertada sobre limoeiro Cravo, com 11 anos de idade, foram eliminadas 518 plantas mortas
(11,01%) sem causa conhecida. Em agosto de 2000, mais 767 plantas definhando e 210 plantas
mortas foram identificadas nesse talha˜o, totalizando 977 plantas (20,76%). Essas plantas na˜o
foram eliminadas, e um novo levantamento efetuado em janeiro de 2001 revelou a existeˆncia
de 86% de plantas definhando ou mortas. Na mesma propriedade, em um talha˜o vizinho
de laranjeira Valeˆncia sobre limoeiro Cravo, com 13 anos de idade, a incideˆncia de plantas
com sinais de definhamento e morte atingiu 35% em fevereiro de 2001 (Gimenes-Fernandes e
Bassanezi [2001]).
Na mesma e´poca, nos munic´ıpios de Comendador Gomes, Frutal e Uberlaˆndia, no sul do
Triaˆngulo Mineiro, e em Coloˆmbia, no Estado de Sa˜o Paulo, este mesmo problema tambe´m foi
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constatado em outros talho˜es de laranjeiras Valeˆncia, Natal, Peˆra, Hamlin e Westin enxertadas
sobre limoeiro Cravo, com idades entre 4 e 23 anos (Gimenes-Fernandes e Bassanezi [2001],
Mu¨ller et al. [2002]). A partir de enta˜o, novos relatos de ocorreˆncia foram surgindo e, em
setembro de 2001, devido a` rapidez com que as plantas afetadas entravam em decl´ınio, colapso
e morte, a doenc¸a recebeu o nome de Morte Su´bita dos Citros (Citricultura [2001]).
Com relac¸a˜o a`s plantas mais novas com sinais de MSC, novas observac¸o˜es foram feitas
pelos pesquisadores do Fundecitrus (Fundo de Defesa da Citricultura - Araraquara/SP). Em
fevereiro de 2002, foram encontradas plantas de Peˆra sobre Cravo, com 26 meses de idade,
com sinais ae´reos, nas ra´ızes e na casca, em diferentes talho˜es de diferentes propriedades, em
Comendador Gomes e Coloˆmbia. Em setembro de 2002, plantas de Peˆra e de Valeˆncia sobre
Cravo, com 22 meses de idade, em Comendador Gomes, ja´ manifestavam os sinais da doenc¸a
e, ate´ o momento, foram as plantas mais novas com sinais da MSC encontradas em pomares
naturalmente afetados (Gimenes-Fernandes e Bassanezi [2001]).
Em julho de 2002, foram encontradas plantas de tangerineiras Ponkan e Cravo (C. reticu-
lata Blanco), enxertadas sobre limoeiro Cravo, mostrando os sinais t´ıpicos de Morte Su´bita.
Durante os levantamentos de junho a setembro de 2002 e de dezembro de 2002 a janeiro
de 2003, tambe´m foi constatada a MSC em plantas de laranjeiras doces Pineapple, Ba´ıa,
Baianinha e Rubi e de tangelo Orlando (C. reticulata Blanco x C. Paradisi Macf.) enxertadas
sobre limoeiro Cravo (Bassanezi et al. [2002b]). Em junho de 2003, sinais semelhantes aos da
MSC foram observados em pomares de laranjeiras Valeˆncia e Natal enxertadas sobre limoeiro
Volkameriano (C. volkameriana Tenore & Pasquale) com 3 a 6 anos de idade, no munic´ıpio
de Coloˆmbia/SP (Fundecitrus [2003]).
Em maio de 2003, foi obtida experimentalmente a transmissa˜o da MSC pela enxertia de
borbulhas contaminadas (Yamamoto et al. [2003]).
Apesar de sua expansa˜o, ate´ agosto de 2003, a MSC so´ foi constatada na regia˜o sul do
Triaˆngulo Mineiro, norte e parte do noroeste do Estado de Sa˜o Paulo, entre as longitudes
48◦15’46”W e 49◦47’54”W e latitudes 18◦53’05”S e 21◦04’20”S. Esta regia˜o e´ considerada
apta com restric¸o˜es para a citricultura devido a` deficieˆncia h´ıdrica anual maior que 100 mm,
com alto de´ficit h´ıdrico no inverno e chuvas muito concentradas no vera˜o. O clima quente, com
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temperatura me´dia anual maior que 17◦C (Sa˜o Paulo, 1974). A maior parte das propriedades
teˆm terras com limitac¸o˜es moderadas a fortes para a citricultura, de fertilidade me´dia a baixa,
relevo plano a ondulado, erodibilidade moderada e problemas de moderados a complexos de
conservac¸a˜o do solo. Os solos sa˜o arenosos, com baixa retenc¸a˜o d’a´gua, profundos e pobres
em fo´sforo. Contudo, algumas propriedades encontram-se em terras sem limitac¸o˜es ou com
limitac¸o˜es simples para a citricultura, apresentando fertilidade de me´dia a alta, relevo plano
a ondulado, mecaniza´veis, erodibilidade moderada a forte e problemas simples a moderados
de conservac¸a˜o do solo (Bassanezi et al. [2003d]).
De fevereiro a dezembro de 2001, a doenc¸a ja´ havia sido constatada em 45 propriedades,
nos munic´ıpios de Comendador Gomes, Frutal e Uberlaˆndia, no sul do Triaˆngulo Mineiro, e
em Altair, Barretos, Coloˆmbia e Guaraci, no norte do Estado de Sa˜o Paulo (Libanore et al.
[2002]). Em setembro de 2002, de acordo com o levantamento do Fundecitrus e da Secretaria de
Defesa Agropecua´ria do Estado de Sa˜o Paulo, realizado em todos os pomares enxertados sobre
limoeiro Cravo da regia˜o contaminada, a doenc¸a encontrava-se em 171 propriedades e em mais
cinco munic´ıpios: Monte Alegre de Minas, Campo Florido, Prata e Planura em Minas Gerais,
e Ol´ımpia em Sa˜o Paulo (Fundecitrus [2002a]). Neste levantamento foram inspecionadas
13.227.535 a´rvores em 4.571 talho˜es e 618 propriedades de 15 munic´ıpios do sul do Triaˆngulo
Mineiro e norte do Estado de Sa˜o Paulo. Em Minas Gerais, foram inspecionadas 4.522.009
plantas em 1.233 talho˜es e, em Sa˜o Paulo, 8.705.526 plantas em 3.338 talho˜es (Fundecitrus
[2002b]).
De acordo com os resultados deste levantamento, foram estimadas 327.575 plantas com
sinais de MSC, e a doenc¸a foi encontrada em 1.285 talho˜es na regia˜o norte do Estado de Sa˜o
Paulo e sul do Triaˆngulo Mineiro. Os munic´ıpios mineiros responderam por 68,3% dos talho˜es
contaminados e 93,3% das plantas com sinais de MSC. Nesses munic´ıpios, 71% dos talho˜es
estavam com pelo menos, uma planta sintoma´tica. Frutal, Comendador Gomes e Uberlaˆndia
responderam por 82,2% dos talho˜es contaminados e 98,2% das plantas com os mesmos sinais
dos munic´ıpios mineiros. As incideˆncias de plantas sintoma´ticas nos talho˜es contaminados
destes munic´ıpios tambe´m foram as mais elevadas, destacando-se Comendador Gomes, cuja
me´dia de incideˆncia por talha˜o foi de 14,4% seguido de Frutal (6,0%) e Uberlaˆndia (4,3%).
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Nos demais munic´ıpios mineiros com a MSC, a incideˆncia de talho˜es foi maior que 20% e a
incideˆncia me´dia de plantas com sinais nestes talho˜es, acima de 0,6% (3,8% em Planura, 1,1%
em Campo Florido, 0,7% em Prata e 0,6% emMonte Alegre de Minas). Os munic´ıpios do norte
de Sa˜o Paulo responderam por 31,7% dos talho˜es contaminados e apenas 6,7% das plantas
sintoma´ticas. O munic´ıpio de Coloˆmbia apresentou alta incideˆncia de talho˜es com a doenc¸a
(70,9%), mas baixa incideˆncia de plantas por talha˜o contaminado (1,4%), o que representou
77,9% dos talho˜es contaminados e 96,4% das plantas com sinais em Sa˜o Paulo. Excetuando-
se Coloˆmbia, os demais munic´ıpios paulistas onde foram localizados talho˜es contaminados,
apresentaram menos de 5% de talho˜es com a doenc¸a e menos de 0,3% de plantas com sinais
da MSC por talha˜o contaminado (Bassanezi et al. [2002a]).
O avanc¸o esta´ sob fiscalizac¸a˜o do Fundecitrus (Fundo de Defesa da Citricultura), que faz
levantamentos perio´dicos.
Em 2002, a doenc¸a afetava 12 munic´ıpios no Triaˆngulo Mineiro e norte do Estado Sa˜o
Paulo. Em 2003 estes munic´ıpios eram 30 (u´ltima varredura feita pelo Fundecitrus). Podemos
observar esses dados na Tabela 1.1 e visualiza´-los nas Figuras 1.1 e 1.2. Ate´ maio de 2004, a
MSC motivou a eliminac¸a˜o de 400 mil pe´s de laranjas doces no Estado de Sa˜o Paulo.
Evoluc¸a˜o da MSC em Sa˜o Paulo e Minas Gerais
Levantamento 2002 2003
Estado SP MG SP MG
Munic´ıpios afetados 5 7 18 12
Plantas afetadas 22.100 305.375 436.621 1,5 milha˜o
Tabela 1.1: Dados fornecidos pelo Fundecitrus.
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Figura 1.1: A´reas de ocorreˆncia de MSC nos Estados de Sa˜o Paulo e de Minas Gerais: primeira
varredura realizada pelo Fundecitrus, de junho a setembro de 2002. (Fonte: Fundecitrus)
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Figura 1.2: A´reas de ocorreˆncia de MSC nos Estados de Sa˜o Paulo e de Minas Gerais: segunda
varredura realizada pelo Fundecitrus, de setembro a dezembro de 2003. (Fonte: Fundecitrus)
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E´ prematuro tentar avaliar a velocidade de avanc¸o da doenc¸a e para isso sa˜o necesssa´rios
novos levantamentos ainda na˜o conclu´ıdos. Entretanto, por sua capacidade de provocar defi-
nhamento e morte de plantas sobre limoeiros Cravo e Volkameriano, que representam aproxi-
madamente 85% das 200 milho˜es de a´rvores do Estado de Sa˜o Paulo, e de sua velocidade de
progresso e disseminac¸a˜o, a MSC representa um grande risco e, portanto, tem causado muita
preocupac¸a˜o ao setor citr´ıcola.
O Fundecitrus e mais doze instituic¸o˜es de pesquisa brasileiras e estrangeiras esta˜o de-
senvolvendo diversas frentes de pesquisa para descobrir as causas da doenc¸a, as formas de
disseminac¸a˜o e medidas de controle. Sa˜o mais de trinta pesquisadores, com investigac¸o˜es no
campo e em laborato´rio.
1.3 O que e´ a Morte Su´bita dos Citros?
A Morte Su´bita dos Citros e´ uma doenc¸a de combinac¸a˜o copa/porta-enxerto, que pode
levar a` morte plantas sobre porta-enxertos intolerantes. Pesquisas mostram que os vasos do
floema do porta-enxerto, que levam os produtos gerados na fotoss´ıntese para as ra´ızes, ficam
bloqueados e degenerados. Sem alimento, as ra´ızes apodrecem, a a´rvore definha e morre
(Bassanezi et al. [2004]).
Ate´ o momento, o diagno´stico de MSC e´ realizado com base nos sinais apresentados pelas
plantas doentes, uma vez que ainda na˜o existe um teste de diagno´stico que permita saber se
a planta esta´ com MSC antes que ela manifeste os sinais t´ıpicos dessa doenc¸a.
O per´ıodo de incubac¸a˜o, isto e´, o tempo entre a infecc¸a˜o e o aparecimento dos primeiros
sinais da doenc¸a, e´ pro´ximo a dois anos. Esta conclusa˜o se deve ao fato dos sinais so´ terem sido
observados em plantas com pelo menos vinte e dois meses de idade, em pomares localizados
em propriedades bastante doentes.
O primeiro sinal da MSC e´ a perda generalizada do brilho das folhas, que ficam sem vic¸o, de
aspecto pa´lido. Pode ocorrer perda de turgidez das folhas, de intensidade varia´vel. Conforme
os sinais va˜o evoluindo, ocorre desfolha parcial da planta e, em esta´gio mais avanc¸ado, a
desfolha quase total e morte da planta. Podem ocorrer falta de brotac¸o˜es novas e vigorosas,
seca de ponteiros, colapso das plantas e retenc¸a˜o de frutos, principalmente em variedades
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tardias (Bassanezi et al. [2003d]).(Figuras 1.3 a 1.5)
Figura 1.3: Colorac¸a˜o de verde pa´lida a amarela das folhas e´ o primeiro sinal vis´ıvel ao produtor.
Fonte: Bassanezi et al. [2003d].
Figura 1.4: A´rvores afetadas pela doenc¸a.
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Figura 1.5: Planta com sinais da MSC ao lado de uma planta sauda´vel. Fonte: Bassanezi et al.
[2003d].
A Morte Su´bita dos Citros provoca diminuic¸a˜o no tamanho, peso e quantidade de frutos.
Esses frutos podem ser consumidos sem nenhum problema, pois na˜o oferecem risco a` sau´de.
Quando a planta morre, os frutos produzidos ficam presos a` planta e na˜o caem. Neste caso, ja´
houve tempo para o florescimento, pegamento e maturac¸a˜o dos frutos antes do colapso su´bito
da planta (Figura 1.6). Este colapso parece estar associado ao na˜o suprimento, pelo sistema
radicular, da demanda de a´gua exigida pela planta durante o fluxo de brotac¸a˜o e enchimento
dos frutos (Gimenes-Fernandes e Bassanezi [2001]).
Figura 1.6: Colapso da planta e retenc¸a˜o dos frutos. Fonte: Bassanezi et al. [2004].
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O sistema radicular apresenta grande quantidade de ra´ızes mortas e podres, quase na˜o a-
presenta radicelas, que, quando presentes, esta˜o localizadas pro´ximas a` base do tronco (Figura
1.7). A podrida˜o das ra´ızes sempre se inicia da extremidade para a base, pro´xima ao tronco.
Plantas com a copa sem sinais da doenc¸a podem ja´ apresentar alguma podrida˜o inicial nas
extremidades das ra´ızes, indicando que os sinais da copa sa˜o decorreˆncia da baixa eficieˆncia
do sistema radicular em absorver a´gua e nutrientes (Gimenes-Fernandes e Bassanezi [2001]).
Figura 1.7: Morte de radicelas e ra´ızes. Fonte: Bassanezi et al. [2003d].
A cor amarela, tendendo para o alaranjado, que aparece na parte interna da casca do
porta-enxerto, abaixo da zona de enxertia da regia˜o interna da casca do porta-enxerto e´ o
sinal que permite o diagno´stico da MSC. Pode ser vis´ıvel na superf´ıcie interna da casca ou
apo´s raspagem da mesma (Figura 1.8).
18
Figura 1.8: Detalhe da colorac¸a˜o amarela da parte interna da casca da a´rvore na parte do porta-
enxerto. Fonte: Bassanezi et al. [2003d].
Do aparecimento dos primeiros sinais da doenc¸a ate´ a morte da planta, o tempo e´ bastante
varia´vel e depende da idade da planta, da e´poca do ano e da condic¸a˜o de carga de frutos. Esse
tempo pode ser de poucas semanas, em plantas com bastante copa e grande carga de frutos, no
in´ıcio do per´ıodo chuvoso, ate´ va´rios meses, em plantas pouco enfolhadas e pouco carregadas.
Normalmente, a velocidade de aparecimento de novas plantas com sinais da MSC e´ maior
a partir do in´ıcio da estac¸a˜o chuvosa e e´ reduzida no outono. Por exemplo, as variedades
tardias (Valeˆncia e Natal) sa˜o afetadas mais severamente e podem morrer em dois meses. Nas
variedades precoce e meia-estac¸a˜o (Peˆra e Hamlin) a morte da planta pode demorar mais de
seis meses. Essa rapidez com que as plantas morrem aponta para o cara´ter emergencial de se
concentrar esforc¸os contra essa doenc¸a.
Plantas de limoeiro Cravo originadas de sementes ou brotac¸a˜o do porta-enxerto, presentes
em talho˜es totalmente tomados pela doenc¸a, mostram-se inicialmente vigorosas e sadias, sem
nenhum sinal aparente de MSC. Isto indicaria que a nova doenc¸a afetaria apenas a combinac¸a˜o
copa de laranjeira doce ou tangerineira sobre limoeiro Cravo e na˜o afetaria o limoeiro Cravo
ou a laranjeira doce em pe´-franco ou em outra combinac¸a˜o copa/porta-enxerto (Gimenes-
Fernandes et al. [2002]). Contudo, em marc¸o de 2003, plantas originadas da brotac¸a˜o do
19
porta-enxerto, apo´s dois anos da remoc¸a˜o da copa, comec¸aram a apresentar folhas com sinais
de deficieˆncia nutricional, colorac¸a˜o de verde pa´lida a amarela e ra´ızes podres e mortas. A
regia˜o interna da casca, pro´xima a` regia˜o de inserc¸a˜o do ramo brotado com o tronco original,
apresentou a colorac¸a˜o amarela t´ıpica de MSC na parte interna da casca, sugerindo que o
porta-enxerto ainda continua sendo afetado pela doenc¸a mesmo na auseˆncia de uma copa.
Da mesma forma, em abril de 2003, em pe´-francos resultantes de brotac¸o˜es do porta-enxerto
apo´s a morte da copa por causa desconhecida, diferente da MSC, localizados em propriedades
citr´ıcolas ou quintais nos munic´ıpios com incideˆncia de MSC, foram observados sinais de
amarelecimento da parte interna da casca do tronco, ramos e ra´ızes, semelhantes aos de MSC.
Isto pode significar que o agente causal da MSC tem capacidade de multiplicar-se e provocar
sinais tambe´m na copa do limoeiro Cravo.
Figura 1.9: Talha˜o de laranjeira Valeˆncia sobre limoeiro Cravo com MSC (esquerda) ao lado de
talha˜o de Valeˆncia sobre tangerineira Cleo´patra sadio (direita). Fonte: Bassanezi et al. [2003d].
Apesar da Morte Su´bita dos Citros atingir as plantas enxertadas sobre o limoeiro Cravo, e´
necessa´rio que se testem todos os clones deste porta-enxerto em relac¸a˜o a` doenc¸a antes de se
condenar o seu uso, cujas caracter´ısticas de rusticidade, resisteˆncia a` seca e produtividade teˆm
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sido a base da citricultura brasileira. A selec¸a˜o de variantes do limoeiro Cravo com resisteˆncia
ou toleraˆncia a` MSC na˜o deve ser desconsiderada.
Figura 1.10: Talha˜o de laranjeira Valeˆncia sobre limoeiro Cravo destru´ıdo pela MSC, no qual duas
linhas de Valeˆncia sobre tangerineira Cleo´patra se mostram totalmente sadias. Fonte: Bassanezi
et al. [2003d].
Sinais semelhantes aos de MSC observados em plantas enxertadas sobre limoeiro Cravo
tambe´m foram observados, em junho de 2003, em talho˜es de laranjeiras Valeˆncia e Natal en-
xertadas sobre limoeiro Volkameriano de 3 e de 5 anos. Estas plantas apresentaram definha-
mento, perda de brilho das folhas e clorose das nervuras. A casca na regia˜o do porta-enxerto
mostrou-se mais espessa e os tecidos internos da casca apresentaram amarelecimento. No
sistema radicular foi observada a presenc¸a de poucas radicelas e certa podrida˜o das ra´ızes.
O estudo anatoˆmico das cascas destas plantas e a distribuic¸a˜o espacial das mesmas indicam
semelhanc¸as ao observado para as plantas enxertadas em limoeiro Cravo com sinais de MSC.
Nestes talho˜es ainda na˜o foi observada a morte de plantas. Adicionalmente, os cavalinhos
de limoeiro Volkameriano utilizados para subenxertia de plantas com sinais de Morte Su´bita
dos Citros mostram baixo desenvolvimento e a casca pro´xima a` regia˜o da subenxertia apre-
senta a colorac¸a˜o amarela. Estas observac¸o˜es sugerem que plantas enxertadas em limoeiro
21
Volkameriano tambe´m podem ser suscet´ıveis a` MSC.
Entretanto, talho˜es mais velhos em Volkameriano, com 12 a 13 anos, em propriedades
localizadas em Frutal, Comendador Gomes e Coloˆmbia, apesar de pro´ximos a talho˜es enxer-
tados sobre limoeiro Cravo contaminados, na˜o apresentam sinais t´ıpicos da doenc¸a. Nestes,
ocorre raramente o definhamento de plantas e a cor amarelada nos tecidos internos da casca,
quando observada, e´ muito menos intensa quando comparada a`s plantas sobre limoeiro Cravo
doentes.
Estudos para verificar a diversidade gene´tica do porta-enxerto de limoeiro Volkameria-
no nestes talho˜es com e sem sinais semelhantes aos da MSC esta˜o sendo realizados, pois
talvez a presenc¸a de diferentes clones de Volkameriano possa explicar estas diferenc¸as de
comportamento. Ale´m disso, investigac¸o˜es no sentido de descartar outras causas para este
definhamento das plantas em limoeiro Volkameriano esta˜o sendo conduzidas, juntamente com
os testes de transmissa˜o do agente causal da MSC para mudas enxertadas neste porta-enxertos.
Portanto, a Morte Su´bita dos Citros ja´ foi constatada nas variedades de laranjas Valeˆncia,
Valeˆncia Americana, Peˆra, Hamlin, Natal, Westin, Baia, Baianinha e Pineapple, de tangeri-
nas Cravo e Ponkan e de tangelo Orlando enxertadas em limoeiro Cravo e laranja Natal e
Valeˆncia, enxertadas em limoeiro Volkameriano. Em laranjeiras enxertadas sobre as tangeri-
nas Cleo´patra e Sunki ou citrumelo Swingle, a doenc¸a na˜o se manifestou. Tambe´m na˜o foi
constatada em pe´s francos de lima˜o Cravo.
Os estudos sobre a evoluc¸a˜o da MSC no tempo e no espac¸o teˆm contribu´ıdo para o melhor
conhecimento desta doenc¸a. Por meio destes estudos, foi poss´ıvel verificar quando novas
plantas com sinais va˜o surgindo nos talho˜es afetados e como elas se relacionam, umas em
relac¸a˜o a`s outras, no espac¸o. Com base nos resultados destes estudos, foi poss´ıvel inferir sobre
a poss´ıvel etiologia da doenc¸a e a participac¸a˜o de vetores na sua disseminac¸a˜o.
1.4 Agente causal
As evideˆncias apontam para uma etiologia bio´tica (produzida por um pato´geno), na medida
em que ele afeta quase todas as combinac¸o˜es de copa com porta-enxerto limoeiros Cravo e
Volkameriano. Outros porta-enxertos apresentam-se ainda como tolerantes ou resistentes ao
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problema.
Ate´ o momento o agente causal da MSC ainda na˜o foi confirmado. As evideˆncias mais
prova´veis indicam que pode ser um v´ırus. Essa hipo´tese baseia-se na evoluc¸a˜o dos sinais (muito
semelhante a` Tristeza dos Citros) e no padra˜o de distribuic¸a˜o. Existe semelhanc¸a entre os
sinais de MSC e aqueles de decl´ınio ra´pido causados pelo v´ırus da tristeza, nas combinac¸o˜es
de laranja doce enxertada sobre laranja Azeda.
Pesquisadores do Brasil e do exterior, das mais diversas especialidades e competeˆncias
na cultura dos citros (Fitotecnia, Fertilidade de Solo, Nutric¸a˜o e Adubac¸a˜o de Plantas, En-
tomologia, Fitopatologia, Micologia, Bacteriologia, Nematologia, Virologia, Epidemiologia de
doenc¸as de plantas, Biologia Molecular e Microscopia Eletroˆnica de Transmissa˜o e Varredura),
estiveram visitando os pomares afetados ou recebendo amostras de plantas com sinais da MSC.
Com base na experieˆncia, observac¸a˜o e ana´lise de cada um dos pesquisadores, avanc¸os foram e
esta˜o sendo feitos no sentido de excluir ou confirmar a participac¸a˜o de poss´ıveis agentes como
causadores desta doenc¸a. Recentemente, comprovou-se que a causa prima´ria da MSC e´ de
natureza bio´tica, pois a caracter´ıstica infecciosa do agente causal da MSC foi comprovada ex-
perimentalmente com a transmissa˜o deste, de uma planta doente para outra sadia (Yamamoto
et al. [2003]).
A transmissa˜o da doenc¸a por borbulhas infectadas permite excluir como causa os fa-
tores abio´ticos, pragas, nemato´ides e fungos de solo, restando a possibilidade de tratar-se
de bacte´rias habitantes do xilema ou do floema, viro´ides ou v´ırus.
O fator ambiente na˜o deve ser desconsiderado enquanto a doenc¸a na˜o ocorrer em solos
mais fe´rteis e em regio˜es sem de´ficit h´ıdrico. E´ poss´ıvel que o clima a as condic¸o˜es de solo e
manejo tenham importaˆncia na intensidade e velocidade de manifestac¸a˜o dos sinais de MSC,
mas na˜o e´ poss´ıvel, de acordo com estas observac¸o˜es, considera´-los como causa prima´ria da
doenc¸a.
Em 2003, pesquisadores do Fundecitrus comprovaram, experimentalmente, que a Morte
Su´bita e´ uma doenc¸a transmiss´ıvel e, portanto, causada por um agente infeccioso. Um expe-
rimento iniciado em marc¸o de 2002 no munic´ıpio mineiro de Comendador Gomes comprovou
o surgimento dos sinais da doenc¸a em plantas sadias, depois delas terem recebido enxertia
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de borbulhas retiradas de plantas infectadas. Essa comprovac¸a˜o significa que a MSC pode
ser transmitida por mudas contaminadas e produzidas sem os cuidados que a Secretaria de
Agricultura e Abastecimento do Estado de Sa˜o Paulo exige. Essa e´ mais uma evideˆncia em
favor da hipo´tese de a Morte Su´bita ser causada por um v´ırus. O experimento consistiu
em enxertar, em mudas das variedades Natal e Peˆra sobre porta-enxerto de limoeiro Cravo,
borbulhas obtidas de treˆs fontes:
• de plantas sadias da Estac¸a˜o Experimental de Citricultura de Bebedouro (SP), nesta
e´poca afastadas quiloˆmetros da a´rea afetada;
• de plantas de copa Natal sobre porta-enxerto Cleo´patra da regia˜o onde surgiu a MSC,
que na˜o mostravam sinais porque a combinac¸a˜o Natal/Cleo´patra e´ tolerante a` doenc¸a;
• de plantas de copa Natal em porta-enxerto de Cravo da regia˜o afetada e com sinais da
doenc¸a.
No in´ıcio de maio de 2003, foram escolhidas quatro plantas que haviam recebido as borbu-
lhas e mostravam sinais externos da MSC. Treˆs das plantas de Peˆra sobre Cravo, que haviam
recebido borbulhas de Natal sobre Cleo´patra, ja´ tinham tambe´m os sinais internos, ou seja,
amarelecimento dos tecidos internos da casca do porta-enxerto. Todas tinham recebido bor-
bulhas de plantas da regia˜o afetada. Com isso, comprovou-se a natureza infecciosa da Morte
Su´bita dos Citros e que mudas sobre porta-enxertos tolerantes, apesar de na˜o apresentarem
sinais, podem estar infectadas e, portanto, espalhar essa doenc¸a.
Pelo quadro sintomatolo´gico da MSC, resultante de alterac¸o˜es no sistema vascular das
plantas, as buscas por bacte´rias e fotoplasmas que habitam e colonizam os vasos da planta,
foram realizadas intensamente, em diferentes laborato´rios do Brasil e do exterior, mas na˜o
constataram a presenc¸a destes organismos em tecidos da casca do tronco e ra´ızes de plantas
doentes (Bassanezi et al. [2003d]). Outras caracter´ısticas tambe´m excluem estes organismos
como agentes causais da Morte Su´bita dos Citros:
1. As part´ıculas destes organismos geralmente na˜o se distribuem uniformemente pela planta
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e ficam mais localizadas em determinados ramos, pois apresentam movimentac¸a˜o bas-
tante lenta dentro da planta, o que causa o aparecimento setorizado de sinais no ramo
infectado, o que na˜o ocorre para a MSC, em que o sintoma na copa e´ generalizado;
2. Geralmente, eles sa˜o transmitidos por cigarrilhas e psil´ıdeos, com eficieˆncia de trans-
missa˜o bem baixa: menos de 1% dos insetos infectivos. Estes vetores, que vivem na
planta de citros, alimentam-se do floema e xilema e disseminam a doenc¸a bem mais
lentamente do que se apresenta para a MSC;
3. A sintomatologia nos frutos e folhas tambe´m e´ diferente dos sinais observados nestes
o´rga˜os em plantas com MSC.
Outra hipo´tese levantada e´ que a MSC fosse causada por viro´ides. Os viro´ides sa˜o mole´culas
sem caps´ıdeo e colonizam o floema das plantas infectadas. Apesar da sintomatologia da
MSC ser distinta da observada para doenc¸as causadas por viro´ides (por exemplo exocorte,
xiloporose), foram realizados testes para detecc¸a˜o destes organismos em amostras de plantas
com sinais de MSC. Em todas as amostras, a presenc¸a de viro´ides foi negativa. Ale´m disso,
a distribuic¸a˜o das plantas sintoma´ticas no pomar sugere a presenc¸a de um vetor eficiente
envolvido na disseminac¸a˜o da Morte Su´bita dos Citros (Bassanezi et al. [2003b], Bassanezi
et al. [2003c]), o que na˜o se conhece para viro´ides, que sa˜o transmitidos somente por borbulhas
e ferramentas infectadas (Mu¨ller et al. [2002]).
Exclu´ıdos fatores abio´ticos, pragas, nemato´ides, fungos, bacte´rias habitantes do xilema e
do floema como poss´ıveis agentes causais da MSC, as pesquisas voltam-se para os v´ırus. Desta
forma, a Morte Su´bita poderia ser causada por:
1. um v´ırus;
2. um novo v´ırus com comportamento similar ao CTV (Citrus tristeza virus - Closteroviri-
dae);
3. um novo RNA sate´lite ou RNA defectivo de CTV que modificasse a expressa˜o de sinais,
afetando a combinac¸a˜o de laranjeira doce sobre limoeiro Cravo, antes tolerante;
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4. um nova variante de sequ¨eˆncia de CTV com vantagens replicativas sobre as ja´ existentes,
que seria patogeˆnica a esta combinac¸a˜o.
Pesquisadores da Alellyx Genomics, empresa de biotecnologia ligada ao grupo Votorantim,
descobriram dois insetos conhecidos como pulgo˜es que transmitem v´ırus que eles acreditam
ser o responsa´vel pela MSC (FAPESP [2004]). Uma equipe da Allelyx realizou experimentos
em estufas do Fundecitrus e, neles os pulgo˜es Aphis spiraecola (pulga˜o verde) e Aphis gossypii
(pulga˜o cinza) infectaram micromudas e laranjeiras com o Citrus Sudden Death Virus (CSDV)
ou Vı´rus da Morte Su´bita dos Citros, um v´ırus ate´ enta˜o desconhecido, da famı´lia Tymoviridae.
Essa empresa apresentou em outubro de 2003 esse v´ırus como o poss´ıvel agente causador da
MSC e pediu a patente sobre o uso de suas sequ¨eˆncias gene´ticas nos Estados Unidos.
Os pesquisadores verificaram que o Toxoptera citricidus (pulga˜o preto), assim como os
outros dois, pode carregar o CSDV, mas os testes feitos ate´ agora na˜o indicaram que esse
pulga˜o seja igualmente capaz de transmitir o microrganismo.
Nos u´ltimos meses a equipe da Allelyx tem mostrado uma relac¸a˜o direta entre a doenc¸a
e esse v´ırus, encontrado apenas em a´rvores de regio˜es atingidas pela MSC. Por enquanto,
considera-se a possibilidade do CSDV atuar em conjunto com o v´ırus responsa´vel pela Tristeza
dos Citros.
Uma das evideˆncias que indicam a forte possibilidade do novo v´ırus ser o agente desen-
cadeador da doenc¸a e´ um experimento feito com 110 pe´s de laranja, 53 com Morte Su´bita
e 57 sadios. No final do estudo, os pesquisadores da Alellyx constataram que cerca de 90%
das a´rvores que apresentavam sinais da doenc¸a tinham o CSDV e 90% das plantas sauda´veis
na˜o apresentavam o CSDV. Outro indicador da poss´ıvel patogenicidade do rece´m-descoberto
microrganismo deve-se ao fato de que os demais v´ırus da Famı´lia Tymoviridae atacam vegetais
(milho, grama, aveia e uva). Por exemplo, no caso da uva, um desses v´ırus causa um problema
nas ra´ızes da planta, com certa semelhanc¸a a` Morte Su´bita dos Citros. Nada disso, no entanto,
serve de prova definitiva de que o CSDV e´ a causa da doenc¸a. E´ preciso injetar o novo v´ırus
em plantas sadias e ver se elas desenvolvem a doenc¸a. Esta tarefa ja´ foi realizada e e´ necessa´rio
aguardar os resultados; e so´ a´ı teremos certeza absoluta de que ele e´ o causador da MSC.
Ale´m de terem descoberto o CSDV, os pesquisadores da Allelyx tambe´m encontraram oito
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mutac¸o˜es de um outro tipo de v´ırus, o da Tristeza ds Citros, que podem estar relacionadas
com a ocorreˆncia da Morte Su´bita. Alguns pesquisadores acreditam que alterac¸o˜es no material
gene´tico do v´ırus da tristeza possam ser a causa da MSC. Essa era a principal hipo´tese que
circulava entre os te´cnicos, antes de entrar nessa histo´ria o CSDV. A Allelyx ainda na˜o descarta
totalmente a possibilidade de alguma forma do Vı´rus da Tristeza estar associada a` Morte
Su´bita dos Citros. Entretanto suas evideˆncias nesse sentido sa˜o mais fra´geis do que as que
sustentam a tese de que o novo v´ırus, o CSDV, e´ o agente da MSC. De qualquer forma, na
du´vida, a empresa tambe´m pediu uma patente sobre o uso das oito mutac¸o˜es descobertas no
Vı´rus da Tristeza para o desenvolvimento de formas de diagno´stico, prevenc¸a˜o e tratamento
da Morte Su´bita dos Citros.
Por todas as razo˜es descritas acima e por acreditarmos que a confirmac¸a˜o dos pulgo˜es
como responsa´veis pela transmissa˜o da Morte Su´bita dos Citros e´ so´ uma questa˜o de tempo,
trabalhamos com essa hipo´tese para o desenvolvimento deste trabalho.
Os pulgo˜es sa˜o insetos de corpo mole e sem asas, encontrados a`s dezenas sugando a seiva
das a´rvores e podem adquirir o v´ırus em poucos minutos de sugamento numa planta infec-
tada e transmiti-lo a plantas sadias tambe´m em poucos minutos de alimentac¸a˜o. Por outro
lado, em 24-48 horas eles perdem essa habilidade de transmitir, apo´s deixar a planta infec-
tada. Part´ıculas de v´ırus se acumulam nas ce´lulas do floema causando efeitos que impedem o
movimento de carboidratos da copa para as ra´ızes. Com isso, o decl´ınio e´ ra´pido e letal.
Portanto, atualmente, acredita-se que a Morte Su´bita seria causada por um v´ırus extrema-
mente agressivo aos limoeiros Cravo e Volkameriano, independente da variedade da copa e das
condic¸o˜es edafo-clima´tica; esse v´ırus teria um vetor altamente eficiente.
1.5 Medidas de contenc¸a˜o da Morte Su´bita dos Citros
nos dias atuais
Em func¸a˜o do recente surgimento da doenc¸a e do longo ciclo vegetativo dos citros, ainda
na˜o existe um pacote tecnolo´gico efetivo para controle da MSC. Entretanto, estrate´gias de
controle ja´ esta˜o em andamento.
Ac¸o˜es de defesa agropecua´ria visam evitar a propagac¸a˜o da doenc¸a para outros munic´ıpios
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onde ela ainda na˜o foi constatada. Com a publicac¸a˜o de normas de abrangeˆncia nacional,
outros Estados devera˜o tambe´m se adequar ao controle de viveiros e traˆnsito de material,
reduzindo assim a pressa˜o e a dispersa˜o de ino´culo, importante fator no controle de qualquer
praga ou doenc¸a:
• Publicac¸a˜o de Instruc¸a˜o Normativa Federal que trata da MSC.
• Proibic¸a˜o de sa´ıda de mudas, borbulhas, porta-enxertos e quaisquer outros tipos de
material de propagac¸a˜o dos munic´ıpios onde foi constatada presenc¸a da MSC, excec¸a˜o
feita ao material produzido em ambiente protegido com tela anti-af´ıdica.
• Os Estados que na˜o produzam mudas em ambiente protegido por telas anti-af´ıdicas
ficam proibidos de exportarem mudas aos demais Estados.
• Atualizac¸a˜o sistema´tica da lista dos munic´ıpios onde a doenc¸a se encontra.
A subenxertia tem sido a soluc¸a˜o ambiental imediata. A subenxertia e´ uma operac¸a˜o de
substituic¸a˜o do porta-enxerto de espe´cie intolerante por outro tolerante, que se pode praticar
com relativa facilidade nas plantas c´ıtricas, pore´m a alto custo, visando salvar plantas valiosas
e mesmo pomares inteiros quando o porta-enxerto e´ danificado mecanicamente ou atacado por
certas doenc¸as, como e´ o caso da Morte Su´bita dos Citros. Com ela, substitui-se a variedade
do porta-enxerto doente por outro tolerante (Stuchi e Silva [2004]). Esta te´cnica cria um novo
sistema radicular para alimentar a planta doente.
A escolha da variedade de porta-enxerto deve ser baseada na localizac¸a˜o da propriedade,
na capacidade de irrigac¸a˜o, na variedade em que sera´ feita a subenxertia, na ocorreˆncia de
outras doenc¸as e na disponibilidade do porta-enxerto.
Em Bassanezi et al. [2004], encontramos passo a passo como se da´ a te´cnica da subenxertia.
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Figura 1.11: Subenxertia. Fonte: Bassanezi et al. [2004]
Em 1958, foram relatados alguns casos do uso de subenxertia para o controle da exocorte e
aproximadamente 75000 plantas foram subenxertadas. So´ na fazenda Cambu´ı, em Mata˜o/SP,
foram subenxertadas, com porta-enxerto Caipira, 50000 plantas entre 1954 e 1955.
Pesquisadores do Fundecitrus teˆm observado que a pra´tica da subenxertia leva a` remissa˜o
dos sinais na copa e recuperac¸a˜o da planta novas (ate´ 5-6 anos) com sinais da MSC. Entretanto,
em plantas mais idosas este me´todo de controle na˜o apresenta vantagem, porque a diferenc¸a
de diaˆmetro das hastes das plantas torna muito demorado o processo de recuperac¸a˜o. A
subenxertia vale a pena em pomares com menos de 10 anos. Quanto mais nova a planta,
maior e´ o seu efeito.
Estudou-se a subenxertia em dois trabalhos realizados em duas localidades da Espanha,
entre 1982 e 1994. Os resultados obtidos mostraram que na˜o houve recuperac¸a˜o, pela sub-
enxertia, de pomares adultos, entre 18 e 25 anos, afetados pelo v´ırus da Tristeza dos Citros
(Stuchi e Silva [2004]).
Atualmente, em Sa˜o Paulo, pesquisadores do Fundecitrus sugerem que, em plantas com
ate´ 2 a 3 anos de idade, pode ser utilizado um cavalinho e, em plantas com idades superiores,
devem ser empregados pelo menos dois porta-enxertos. Mas, em idades superiores a 8 ou 10
anos, o ideal e´ o uso de treˆs a quatro porta-enxertos por a´rvore.
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Segundo informac¸o˜es de subenxertia, o rendimento me´dio e´ de 100 plantas subenxertadas
por homem, por dia. Estima-se o custo total da operac¸a˜o em 1 do´lar americano (US$ 1,00)
por planta original subenxertada.
O melhor per´ıodo e´ nas chuvas, entre os meses de setembro e marc¸o.
No caso de pragas, normalmente se faz uso de defensivos agr´ıcolas para elimina´-las. O
seu emprego, contudo, deveria levar em conta que, ao lado da praga, ha´ sempre os agentes
de controle biolo´gico natural, e que, por falta de conhecimento da sua existeˆncia e de suas
caracter´ısticas, e´ muitas vezes ignorado.
Neste trabalho estudamos a relac¸a˜o de pulgo˜es com seus inimigos naturais e analisamos o
uso de defensivos agr´ıcolas com o objetivo de controle qu´ımico da praga.
1.6 Resumo
Nesse cap´ıtulo apresentamos um histo´rico da Morte Su´bita dos Citros desde o surgimento
dos primeiros relatos da doenc¸a ate´ os dias atuais, formas de disseminac¸a˜o, poss´ıvel agente
causal, medidas de contenc¸a˜o da doenc¸a e sua importaˆncia para o cena´rio econoˆmico nacional.
No pro´ximo cap´ıtulo, introduziremos ferramentas necessa´rias ao desenvolvimento do tra-
balho.
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Cap´ıtulo 2
Modelo de Simulac¸a˜o por Autoˆmatos
Celulares e Conceitos Ba´sicos da
Teoria dos Conjuntos Fuzzy
AModelagem Matema´tica e´ uma nova direc¸a˜o cient´ıfica que usa amplamente a Matema´tica
e a Computac¸a˜o Cient´ıfica e esta´ orientada ao aproveitamento de me´todos matema´ticos
avanc¸ados, na busca de soluc¸o˜es para problemas atuais nas a´reas de Matema´tica, F´ısica,
Engenharias, Cieˆncias Agra´rias, Ecologia, Sau´de, entre outras. A Modelagem Matema´tica
consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas matema´ticos, resolveˆ-
los e interpretar suas soluc¸o˜es na linguagem do mundo real (Bassanezi [2002]).
Modelos matema´ticos teˆm sido bastante usados para o estudo de problemas agr´ıcolas pois,
com o uso de ferramentas de simulac¸a˜o, o sistema meio ambiente-praga-predador pode ser
melhor compreendido. Isto permite que o pesquisador possa ter uma visa˜o geral do sistema
e possa posicionar-se como um “experimentador” do sistema real, operando somente com o
modelo, permite uma economia de preju´ızos materiais e tempo, quando comparado a expe-
rimentos reais. Ale´m disso, pesquisadores da a´rea podem fazer uso de modelos para auxiliar
o delineamento de experimentos no campo, atrave´s da indicac¸a˜o dos paraˆmetros a serem
observados.
A utilizac¸a˜o de modelos matema´ticos em problemas de controle biolo´gico de pragas per-
mite uma avaliac¸a˜o qualitativa e quantitativa da interac¸a˜o entre as populac¸o˜es de uma praga
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e de seus inimigos naturais. No caso espec´ıfico de um sistema presa-predador, um inimigo na-
tural da praga pode levar o sistema a estabilidade num patamar que na˜o cause tanto preju´ızo
econoˆmico a` produc¸a˜o agr´ıcola. A matema´tica e´ u´til, neste caso, pela possibilidade da deter-
minac¸a˜o da regia˜o dos paraˆmetros na qual o sistema e´ esta´vel.
A modelagem matema´tica, sempre que utiliza sistemas de equac¸o˜es determin´ısticas, esta´
sujeita a` perda de algumas informac¸o˜es, ineretes aos fenoˆmenos, que pode ser causada pela
natureza das varia´veis de estado envolvidas ou atrave´s dos paraˆmetros das equac¸o˜es - coe-
ficientes ou condic¸a˜o inicial. Nesses modelos, a identificac¸a˜o dos paraˆmetros e´ usualmente
baseada em me´todos estat´ısticos, partindo de dados experimentalmente obtidos da escolha
de algum me´todo adequado para sua identificac¸a˜o (Mizukoshi et al. [2004]). Nas u´ltimas
de´cadas outras teorias teˆm surgido, dentre elas a Teoria dos Conjuntos Fuzzy, para modelar
matematicamente fenoˆmenos reais, e que levam em conta detalhes releventes e respeitam as
especificidades de cada situac¸a˜o.
Neste cap´ıtulo apresentaremos alguns conceitos ba´sicos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy.
Devido ao seu grande potencial de aplicabilidade e cara´ter de interdisciplinaridade, a teoria
dos conjuntos fuzzy pode facilitar o trabalho do modelador e de um especialista da a´rea e
possivelmente acrescentar ‘novas’ informac¸o˜es, facilitando a ana´lise e compreensa˜o de algumas
situac¸o˜es reais (Jafelice et al. [2003]). Esse e´ o caso do e studo de doenc¸as como a Morte Su´bita
dos Citros, em que se teˆm apenas informac¸o˜es parciais, dadas lingu¨isticamente.
Uma vantagem de se usar Teoria dos Conjuntos Fuzzy esta´ na capacidade de representar
e manipular informac¸a˜o e conhecimento expressos numa linguagem natural. Essa capacidade
proporciona mais flexibilidade e realismo aos sistemas dinaˆmicos.
2.1 Simulac¸a˜o nume´rica
A evoluc¸a˜o da informa´tica nos u´ltimos anos tornou o computador um importante aliado
da simulac¸a˜o de modelos. A simulac¸a˜o por computador e´ usada nas mais diversas a´reas. Isso
e´ poss´ıvel pois o computador e´ alimentado com as propriedades e caracter´ısticas do fenoˆmeno
modelado por meio de paraˆmetros, criando um ambiente “virtual”, que e´ usado para testar
os modelos propostos.
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A simulac¸a˜o de processos permite que se fac¸a uma ana´lise do sistema em questa˜o e, pode-
mos dizer que trata-se de um estudo de baixo custo, visto que todo o trabalho de imple-
mentac¸a˜o e´ testado no computador, permitindo ainda o teste de inu´meros cena´rios e alterna-
tivas de soluc¸a˜o para o sistema em estudo.
A utilizac¸a˜o de simuladores nume´ricos requer a execuc¸a˜o de uma sequ¨eˆncia de etapas
(Cunha [2000]), descritas a seguir:
• equacionar o fenoˆmeno que se pretende estudar, ou seja, decidir quais as varia´veis rele-
vantes e como elas se relacionam. Nesta etapa, algumas simplificac¸o˜es ja´ sa˜o inclu´ıdas;
• obter soluc¸o˜es das equac¸o˜es analiticamente, caso seja poss´ıvel, ou numericamente;
• no caso de soluc¸a˜o nume´rica, e´ necessa´rio escolher o me´todo adequado e da´ı sua imple-
mentac¸a˜o, para que tenhamos resultados palpa´veis.
• validac¸a˜o do modelo.
Neste trabalho utilizamos o pacote Matlab como ferramenta auxiliar nas simulac¸o˜es nu-
me´ricas, nos ca´lculos, na comparac¸a˜o de resultados e em gra´ficos. Esta escolha deve-se a sua
comprovada utilizac¸a˜o na Matema´tica Aplicada.
Matlab e´ um sistema interativo cujo elemento de dados ba´sicos e´ uma matriz que na˜o requer
dimensionamento. Isto permite solucionar muitos problemas computacionais, principalmente
os que envolvem formulac¸o˜es matriciais e/ou vetoriais.
Matlab e´ tanto um ambiente quanto uma linguagem de programac¸a˜o, e um de seus aspectos
mais poderosos e´ o fato de que a linguagemMatlab permite construir suas pro´prias ferramentas
reutiliza´veis. Pode-se facilmente criar func¸o˜es pro´prias e programas especiais (conhecidos como
arquivos M) em linguagem Matlab. A` medida que se escrevem mais e mais func¸o˜es Matlab
para lidar com certos problemas, naturalmente se e´ levado a agrupar, por convenieˆncia, func¸o˜es
relacionadas entre si em direto´rios especiais. Isso nos introduz o conceito da Toolbox: uma
colec¸a˜o de arquivos M para tratar classes especiais de problema (Hanselman e Littlefield
[1999]). Dentre os toolboxes destacamos o uso do Fuzzy Logic Toolbox, que usaremos na
composic¸a˜o dos nossos sistemas baseados em regras fuzzy.
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No ambiente Fuzzy Logic Toolbox podemos construir as func¸o˜es de pertineˆncia para um
nu´mero aleato´rio de varia´veis, escolher o me´todo de infereˆncia, os conectivos lo´gicos, o me´todo
de defuzzificac¸a˜o e inserir as regras fuzzy que representem a func¸a˜o matema´tica representativa
do modelo a ser estudado, gerando a soluc¸a˜o do sistema. Com isso na˜o e´ necessa´rio dispender
tempo com contas, o que se reverte a nosso favor.
Acreditamos que simulac¸o˜es nume´ricas nos permitem antever situac¸o˜es em que cena´rios
definidos a priori e resultados sa˜o simulados, criando assim um manual de possibilidades.
Neste trabalho, buscamos um estudo de caso efetivo, em que se preveˆ o movimento, a posic¸a˜o
futura e a dispersa˜o da Morte Su´bita dos Citros no espac¸o e no tempo, e tambe´m na interac¸a˜o
presa-predador, para simular trajeto´rias e depois estimar paraˆmetros dos modelos anal´ıticos
dados por equac¸o˜es.
Dentre os modelos de simulac¸a˜o destacamos os Autoˆmatos Celulares, que sera˜o ampla-
mente utilizados no desenvolvimento deste trabalho de pesquisa.
2.2 Autoˆmatos Celulares
Os Autoˆmatos Celulares (AC) foram introduzidos nos anos 50 pelo matema´tico John von
Neumann, levando em conta sugesto˜es de Stanislaw Ulam, numa tentativa de modelar proces-
sos naturais de auto-reproduc¸a˜o. Von Neumann estava interessado nas conexo˜es entre Biolo-
gia e a enta˜o nova cieˆncia dos dispositivos computacionais chamada de Teoria dos Autoˆmatos.
De acordo com Aguiar et al. [1999], predominavam a ide´ia do fenoˆmeno biolo´gico da auto-
reproduc¸a˜o, ou seja, “que tipo de organizac¸a˜o lo´gica e´ suficiente para um autoˆmato ser capaz
de reproduzir a si mesmo?”.
Von Neumann acreditava que uma teoria geral de computac¸a˜o em redes complexas de
autoˆmatos, como autoˆmatos celulares, seria essencial para o entendimento de sistemas com-
plexos da natureza e tambe´m, para o desenvolvimento de sistemas artificiais complexos. O
detalhamento da soluc¸a˜o que Von Neumann deu a` questa˜o foi apresentada no seu livro Theory
of Self-Reproducting Automata (Neumann [1966]). O manuscrito estava incompleto na e´poca
de sua morte (1957) e foi editado e completado por Arthur Walter Burks.
Os autoˆmatos celulares sa˜o modelos matema´ticos de sistemas naturais compostos por um
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grande nu´mero de elementos que interagem entre si atrave´s de regras bem determinadas. Eles
sa˜o constitu´ıdos de uma malha, ou reticulado, de ce´lulas (do ingleˆs, site) ideˆnticas e discretas,
onde a cada ce´lula e´ atribu´ıdo um valor sobre um conjunto finito, por exemplo de valores
inteiros.
Os autoˆmatos celulares consistem de simulac¸o˜es discretas no tempo, espac¸o e no estado
do sistema. A ide´ia ba´sica destes modelos e´ considerar cada posic¸a˜o (ou regia˜o) do domı´nio
espacial como sendo uma ce´lula, a` qual e´ atribu´ıdo um estado. O estado de cada ce´lula e´
modificado de acordo com o seu estado e o de suas vizinhas na etapa de tempo anterior,
atrave´s de uma se´rie de regras simples que tentam imitar as leis f´ısicas ou biolo´gicas, no nosso
caso, que regem o sistema (Ermentrout e Edelstein-Keshet [1993]). O conjunto de regras
de transic¸a˜o, que determinam a evoluc¸a˜o do estado de um autoˆmato num dado instante de
tempo, depende do nu´mero de autoˆmatos de uma vizinhanc¸a pre´-estabelecida (e dos estados
dos mesmos) no instante precedente.
Segundo Wolfram [1994], os autoˆmatos celulares podem ser considerados como idealizac¸o˜es
discretas das equac¸o˜es diferenciais parciais frequ¨entemente utilizadas para descrever sistemas
naturais.
A principal caracter´ıstica dos AC e´ a facilidade com que podem ser implementados em
virtude da simplicidade de sua formulac¸a˜o e o surpreendente retorno visual capaz de sugerir
equil´ıbrios, o´rbitas, padro˜es complexos e estruturas organizadas como formac¸o˜es de ondas,
entre outras. Apesar da simplicidade das regras de transic¸a˜o de estado, os autoˆmatos celu-
lares podem fornecer muitas informac¸o˜es sobre a dinaˆmica temporal e espacial de sistemas
biolo´gicos, o que faz deste tipo de modelo uma alternativa importante na descric¸a˜o de proces-
sos espaciais acoplados a interac¸o˜es locais (Mistro [1998]).
O objetivo final dos modelos AC e´ uma descric¸a˜o do comportamento macrosco´pico do
fenoˆmeno e na˜o uma descric¸a˜o exata e fiel do processo microsco´pico. Na˜o sa˜o, em geral,
instrumentos de previsa˜o, devendo ser abordados como um meio de experimentac¸a˜o. Os AC
sa˜o vistos na˜o como substitutos dos modelos matema´ticos tradicionais, mas como um primeiro
passo na formulac¸a˜o destes modelos. Os resultados obtidos atrave´s da simulac¸a˜o via autoˆmatos
celulares podem confirmar hipo´teses para a posterior formulac¸a˜o de um modelo matema´tico
35
(Peixoto e Barros [2004]).
Ha´ uma grande variedade de modelos dispon´ıveis e de representac¸a˜o de fenoˆmenos, po-
dendo ser unidimensionais ou bidimensionais. Os ingredientes ba´sicos para a formulac¸a˜o de
um modelo de autoˆmatos celulares:
1. um conjunto de estados;
2. regras de transic¸a˜o de estado e
3. uma vizinhanc¸a.
O estado do sistema e´ composto de um conjunto finito de valores dos poss´ıveis estados
individuais de cada ce´lula. A cada valor dos estados tambe´m pode ser associada uma cor e,
desse modo, a visualizac¸a˜o do sistema varia, produzindo resultados nota´veis do ponto de vista
qualitativo.
As regras de transic¸a˜o podem ser determin´ısticas ou probabil´ısticas, regras lo´gicas ou de
soma.
Como o estado de cada ce´lula e´ influenciado pelo estado de suas vizinhas, devemos estabe-
lecer a vizinhanc¸a de cada ce´lula. A Figura 2.1 mostra dois exemplos de vizinhanc¸a bastante
utilizados para redes bidimensionais.
Figura 2.1: Exemplo de tipos de vizinhanc¸a. A letra C esta´ representando a ce´lula escolhida e X
a sua vizinhanc¸a. Em (a) temos a vizinhanc¸a de von Neumann e em (b) a de Moore. As duas sa˜o
ditas ser de raio 1.
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Por ser um sistema dinaˆmico discreto, que evolui a partir de interac¸o˜es pre´-determinadas,
os autoˆmatos celulares sa˜o uma ferramenta poderosa no estudo de sistemas que apresen-
tam fenoˆmenos coletivos bem caracterizados, como ordenamento de fases, caos, quebra de
simetria e turbuleˆncia. Os autoˆmatos celulares apresentam formac¸o˜es de padro˜es espaciais e
temporais, e teˆm sido utilizados com sucesso na simulac¸a˜o de sistemas biolo´gicos (processos
de reproduc¸a˜o), fenoˆmenos f´ısicos (difusa˜o), sistemas sociais (formac¸a˜o de comunidades) e
problemas de adaptac¸a˜o e otimizac¸a˜o em geral (Ferreira [2001]).
Um dos modelos de autoˆmatos celulares mais populares e´ o jogo da vida, proposto pelo
matema´tico John Conway em 1970. Neste modelo, autoˆmatos celulares descritos por varia´veis
bina´rias representam organismos que podem estar vivos ou mortos. As regras de transic¸a˜o
dos estados sa˜o inspiradas nas interac¸o˜es entre bacte´rias numa coloˆnia e, dependendo da
vizinhanc¸a local dos elementos, descrevem ora a morte ra´pida dos mecanismos, devido a`
competic¸a˜o por alimentos, ora o crescimento dos mesmos devido a` reproduc¸a˜o. A oposic¸a˜o
destes dois mecanismos ao longo do tempo leva a` emergeˆncia de estruturas complexas auto-
organizadas.
Neste trabalho utilizamos um modelo de autoˆmatos celulares para estudar o avanc¸o da
Morte Su´bita dos Citros e para simular a dispersa˜o de pulgo˜es e joaninhas em um talha˜o de
citros.
Nas simulac¸o˜es, o paraˆmetro que determina o espalhamento da doenc¸a e o modelo presa-
predador que elaboramos, sa˜o modelados a partir de um sistema baseado em regras fuzzy.
Por isso, na pro´xima sec¸a˜o deste cap´ıtulo apresentamos alguns conceitos ba´sicos e necessa´rios
para a compreensa˜o e desenvolvimento deste trabalho de pesquisa.
2.3 Teoria dos Conjuntos Fuzzy
O marco inicial da teoria fuzzy foi o artigo publicado em 1965, pelo matema´tico Lotfi
Asker Zadeh, professor no Departamento de Engenharia Ele´trica e Cieˆncias da Computac¸a˜o
da Universidade da Califo´rnia, em Berkeley. Sua principal intenc¸a˜o era dar um tratamento
matema´tico a certos termos lingu¨´ısticos subjetivos. Esse seria o primeiro passo no sentido de
se programar e armazenar conceitos vagos em computadores, tornando poss´ıvel a produc¸a˜o
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de ca´lculos com informac¸o˜es imprecisas. A ide´ia de Zadeh foi flexibilizar a pertineˆncia de
elementos aos conjuntos, criando a noc¸a˜o de grau de pertineˆncia. Um elemento poderia
pertencer parcialmente a um dado conjunto. Para modelar matematicamente o tal “conjunto”,
Zadeh propoˆs o conceito de conjunto fuzzy a partir de uma func¸a˜o de pertineˆncia que indica
o quanto um elemento faz parte do conjunto fuzzy.
2.3.1 Conjuntos fuzzy
Nos conjuntos cla´ssicos, sabemos dizer se um dado elemento pertence ou na˜o a um conjunto,
ou seja, dado um conjunto A e um elemento x, dizemos que x ∈ A ou que x /∈ A. Por exemplo,
seja A o conjunto dos nu´meros pares. Enta˜o sabemos que 2 ∈ A e que 1 /∈ A. Pore´m, em
alguns casos, esta relac¸a˜o de pertineˆncia na˜o e´ muito clara. Por exemplo, seja B o conjunto
dos nu´meros pro´ximos de 0. Podemos dizer que 0,1 e 1 pertencem a B? Esta resposta e´
incerta, pois na˜o sabemos ate´ que ponto podemos dizer objetivamente que um nu´mero esta´
ou na˜o pro´ximo de zero. Pore´m podemos associar aos nu´meros 0,1 e 1, graus de pertineˆncia
compat´ıveis com o conceito que caracteriza o conjunto (Barros [1992]). Como por exemplo, a
Figura 2.2 representa um conjunto fuzzy “pro´ximo de zero”.
Figura 2.2: Representac¸a˜o do conjunto fuzzy “pro´ximo de zero”.
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Para obter a formulac¸a˜o matema´tica de um conjunto fuzzy, Zadeh baseou-se no fato de
que qualquer conjunto cla´ssico pode ser caracterizado por sua func¸a˜o caracter´ıstica. Seja U
um conjunto e A um subconjunto de U . A func¸a˜o caracter´ıstica de A e´ dada por
χA(x) =


1, se x ∈ A
0, se x /∈ A.
Podemos notar que o objetivo da func¸a˜o caracter´ıstica de um subconjunto A ⊆ U e´
indicar se um elemento x ∈ U pertence ou na˜o a A, dependendo de sua imagem em {0, 1}.
Assim, a func¸a˜o caracter´ıstica descreve completamente o conjunto A, uma vez que indica quais
elementos do conjunto U sa˜o elementos de A (Bando [2002]).
Permitindo uma espe´cie de “relaxamento” no conjunto imagem da func¸a˜o caracter´ıstica de
um conjunto foi que Zadeh formulou matematicamente um subconjunto fuzzy (Zadeh [1965]).
Seja U um conjunto (cla´ssico) universo.
Definic¸a˜o 2.3.1. Um subconjunto fuzzy F de U e´ caracterizado por uma func¸a˜o µ : U → [0, 1],
chamada func¸a˜o de pertineˆncia do conjunto fuzzy F .
O valor µ(x) ∈ [0, 1] indica o grau com que o elemento x de U esta´ no conjunto fuzzy
F , com µ(x) = 0 e µ(x) = 1 indicando, respectivamente, a na˜o pertineˆncia e a pertineˆncia
completa de x ao conjunto fuzzy F . Formalmente, a definic¸a˜o de subconjunto fuzzy foi obtida
simplesmente ampliando-se o contra-domı´nio da func¸a˜o caracter´ıstica, que e´ o conjunto {0, 1},
para o intervalo [0, 1]. Neste sentido, podemos dizer que um conjunto cla´ssico e´ um caso
particular de um conjunto fuzzy (Barros e Bassanezi [2001]).
A escolha de qual func¸a˜o deve ser adotada para representar um conjunto fuzzy depende
de fatores que esta˜o relacionados com o contexto do problema a ser estudado.
Voltando ao nosso exemplo, podemos representar o mesmo conjunto em torno de zero por
outra func¸a˜o dada pela Figura 2.3.
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Figura 2.3: Representac¸a˜o do conjunto fuzzy “pro´ximo de zero”.
Do ponto de vista apenas da teoria fuzzy, qualquer uma das func¸o˜es de pertineˆncia acima
podem representar o nosso conjunto fuzzy A. Pore´m, o que deve ser notado e´ que cada uma
destas func¸o˜es produzem conjuntos fuzzy distintos.
Func¸o˜es de pertineˆncia fuzzy representam os aspectos fundamentais de todas as ac¸o˜es
teo´ricas e pra´ticas de sistemas fuzzy. Uma func¸a˜o de pertineˆncia e´ uma func¸a˜o nume´rica
gra´fica ou tabulada que atribui valores de pertineˆncia fuzzy para valores de uma varia´vel em
seu conjunto universo. E´ preciso lembrar que o universo de uma varia´vel representa o intervalo
nume´rico de todos os poss´ıveis valores reais que uma varia´vel espec´ıfica pode assumir.
2.3.2 Operac¸o˜es entre conjuntos fuzzy
Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy de U , com func¸o˜es de pertineˆncia indicadas por µA
e µB, respectivamente.
Dizemos que A e´ subconjunto fuzzy de B, e escrevemos A ⊂ B , se A(x) ≤ B(x) para
todo x ∈ U .
Note que o conjunto vazio (∅) tem func¸a˜o de pertineˆncia ∅(x) = 0 enquanto o conjunto
universo (U) tem func¸a˜o de pertineˆncia U(x) = 1 para todo x ∈ U . Assim, podemos dizer
que ∅ ⊂ A e que A ⊂ U para todo A.
Definic¸a˜o 2.3.2. Sejam A e B conjuntos fuzzy. As func¸o˜es de pertineˆncia que representam
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os conjuntos fuzzy unia˜o, intersecc¸a˜o e complementar de conjuntos fuzzy sa˜o dadas por
(µA∪B)(x) = maxx∈U{µA(x), µB(x)} = µA(x) ∨ µB(x).
(µA∩B)(x) = minx∈U{µA(x), µB(x)} = µA(x) ∧ µB(x).
µA′(x) = 1− µA(x), x ∈ U
respectivamente.
Particularmente, se A e B forem conjuntos cla´ssicos, enta˜o as func¸o˜es caracter´ısticas das
respectivas operac¸o˜es acima definidas satisfazem estas igualdades, mostrando a coereˆncia
destas definic¸o˜es. Por exemplo, se A e´ um subconjunto (cla´ssico) de U , enta˜o a func¸a˜o carac-
ter´ıstica de seu complementar e´ tal que A′(x) = 0 se A(x) = 1 (isto e´, x ∈ A) e A′(x) = 1
se A(x) = 0 (isto e´, x 6∈ A). Neste caso, ou x ∈ A ou x 6∈ A. Na teoria fuzzy na˜o temos
necessariamente essa dicotomia, nem sempre e´ verdade que A ∩ A′ = ∅, assim como na˜o e´
verdade que A ∪ A′ = U .
Figura 2.4: Intersecc¸a˜o de dois conjuntos fuzzy.
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Figura 2.5: Unia˜o de dois conjuntos fuzzy.
Figura 2.6: Complemento fuzzy.
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2.3.3 Nu´mero fuzzy
Assim como no caso cla´ssico, aqui tambe´m temos o objetivo de fazer “contas”. A diferenc¸a
e´ que aqui pretendemos calcular quantidades imprecisas. Por exemplo, todos no´s somos
unaˆnimes em dizer que o dobro de uma quantidade “em torno de 5” resulta em outra “em
torno de 10”. Para isto, “criaremos” objetos que generalizam os nu´meros reais. Tais objetos
sa˜o chamados de nu´meros fuzzy (Klir e Yuan [1995]).
Para definir um nu´mero fuzzy, precisamos introduzir o conceito de α-n´ıvel de um conjunto
fuzzy A.
Definic¸a˜o 2.3.3. Sejam A um conjunto fuzzy e α ∈ [0, 1]. Definimos como α - n´ıvel de A o
conjunto
[A]α = {x ∈ U : µA(x) ≥ α}.
Definic¸a˜o 2.3.4. Seja A um conjunto fuzzy. Suporte de A, suppA, sa˜o todos os elementos
de U que teˆm grau de pertineˆncia diferente de zero em A, ou seja,
suppA = [A]0 = {x ∈ U : µA(x) > 0}.
Definic¸a˜o 2.3.5. Um conjunto fuzzy A e´ chamado de nu´mero fuzzy quando o conjunto uni-
verso, onde A esta´ definido, e´ o conjunto dos nu´meros reais (µA(x) : R→ [0, 1]) e satisfaz a`s
condic¸o˜es
1. [A]α 6= ∅, ∀α ∈ [0, 1];
2. [A]α e´ um intervalo fechado, ∀α ∈ [0, 1];
3. O suporte de A e´ limitado.
Observe que, com a definic¸a˜o acima, todo nu´mero real r e´ um caso particular de nu´mero
fuzzy, cuja func¸a˜o de pertineˆncia e´ sua func¸a˜o caracter´ıstica:
χ{r}(x) =


1, se x = r
0, se x 6= r
Os nu´meros fuzzy mais comuns sa˜o os triangulares e os trapezoidais.
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Definic¸a˜o 2.3.6. Um nu´mero fuzzy A e´ dito triangular se sua func¸a˜o de pertineˆncia e´ da
forma
χA(x) =


0, se x < a
x−a
b−a
se a ≤ x ≤ b
x−c
b−c
se b ≤ x ≤ c
0, se x ≥ c
para a < b < c.
O gra´fico de um nu´mero fuzzy triangular tem a forma de um triaˆngulo, tendo como base o
intervalo [a, c] e, como u´nico ve´rtice fora da base, ponto (b, 1). Deste modo, os nu´meros reais,
a, b e c definem o nu´mero fuzzy triangular A. Note que o conjunto acima na˜o e´ necessariamente
sime´trico, ja´ que c− b pode ser diferente de b− a.
Figura 2.7: Nu´mero fuzzy triangular.
Definic¸a˜o 2.3.7. Um nu´mero fuzzy A e´ dito trapezoidal se sua func¸a˜o de pertineˆncia e´ da
forma
χA(x) =


0, se x < a
x−a
b−a
se a ≤ x ≤ b
1 se b ≤ x ≤ c
x−d
c−d
se c ≤ x ≤ d
0, se x ≥ d
para a < b < c < d.
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Figura 2.8: Nu´mero fuzzy trapezoidal.
2.3.4 Operac¸o˜es Aritme´ticas com Nu´meros Fuzzy
Definic¸a˜o 2.3.8. Sejam A e B dois nu´meros fuzzy e λ um nu´mero real.
1. A soma dos nu´meros fuzzy A e B e´ o nu´mero fuzzy, A+B, cuja func¸a˜o de pertineˆncia
e´
(µA+B)(x) = supy+z=x{µA(y) ∧ µB(z)}
2. A multiplicac¸a˜o de λ pelo nu´mero fuzzy A e´ o nu´mero fuzzy, λA, cuja func¸a˜o de per-
tineˆncia e´
µλA(x) =
{
µA(xλ
−1), se λ 6= 0
0, se λ = 0
Uma maneira alternativa, e mais pra´tica, de se fazer estas operac¸o˜es e´ por meio dos α-n´ıveis
dos conjuntos fuzzy envolvidos, de acordo com o teorema abaixo, cuja demostrac¸a˜o pode ser
encontrada em Pedrycz e Gomide [1998].
Teorema 2.3.1. Se A e B sa˜o dois nu´meros fuzzy e λ um nu´mero real, enta˜o para todo
α ∈ [0, 1] tem-se
[A+B]α = [A]α + [B]α = {a+ b : a ∈ [A]α e b ∈ [B]α}
e
[λA]α = λ[A]α = {λa : a ∈ [A]α}
Por exemplo, da definic¸a˜o, 2(4) = 8 e, do Teorema 2.3.1, [2(4)]α = {8}, para todo α ∈ [0, 1].
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2.3.5 Relac¸o˜es Fuzzy
Estudos de associac¸o˜es, relac¸o˜es ou interac¸o˜es entre elementos de diversas classes, e´ de
grande interesse na ana´lise e compreensa˜o de muitos fenoˆmenos do mundo real. Matematica-
mente, o conceito de relac¸a˜o e´ formalizado a partir da teoria de conjuntos. Uma relac¸a˜o cla´ssica
descreve a inter-relac¸a˜o entre dois ou mais objetos e, sendo um conjunto, e´ representada por
sua func¸a˜o caracter´ıstica. Uma relac¸a˜o de amizade entre duas pessoas, por exemplo, designada
como amigos considera que, nas relac¸o˜es humanas, ou algue´m e´ seu amigo ou na˜o e´, o que
e´ uma simplificac¸a˜o da realidade. Por outro lado uma relac¸a˜o de amizade fuzzy entre duas
pessoas pode considerar o grau de amizade entre elas. Sendo assim, dois ou mais indiv´ıduos
podem se relacionar com diferentes graus de amizade (Bando [2002]).
Podemos dizer enta˜o que a relac¸a˜o sera´ fuzzy quando optarmos pela teoria dos conjuntos
fuzzy, e sera´ cla´ssica quando optarmos pela teoria de conjuntos cla´ssicos para conceituar a
relac¸a˜o em estudo. Qual dos modelos adotar, dentre estes dois? Depende muito do fenoˆmeno
estudado. Lembremos que a teoria dos conjunto fuzzy tem maior robustez no sentido de que
ela inclui o teoria cla´ssica de conjuntos (Bando [2002]).
No desenvolvimento desse trabalho vamos nos deparar com informac¸o˜es da forma: “Se x
e´ A e y e´ B, enta˜o z e´ C ou z e´ D”. Para traduzirmos essas sentenc¸as para uma linguagem
matema´tica, precisamos modelar os conectivos “e” e “ou”, como tambe´m a condic¸a˜o “Se ...
enta˜o ...”.
Primeiramente consideremos o conectivo “e”. Denotaremos por norma triangular ou sim-
plesmente t-norma como sendo a famı´lia das poss´ıveis operac¸o˜es que modelam esse conectivo.
Adotaremos como notac¸a˜o gene´rica o s´ımbolo t e, escrevemos xty.
Definic¸a˜o 2.3.9. A operac¸a˜o bina´ria t : [0, 1]× [0, 1] e´ uma t-norma se satisfaz as seguintes
condic¸o˜es
1. Condic¸o˜es de fronteira: 1tx = x;
2. Comutatividade: xty = ytx;
3. Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz;
4. Monotonicidade: se x ≤ y e z ≤ w enta˜o xtz ≤ ytw.
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Exemplo de t-norma:
∧ : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]
x ∧ y = min{x, y}.
Ana´loga a` construc¸a`o das t-normas, numa modelagem para o termo “ou”, denotaremos
por conorma triangular ou simplesmente t-conorma, a famı´lia dessas operac¸o˜es. Adotaremos
como notac¸a˜o gene´rica o s´ımbolo s e, escrevemos xsy.
Definic¸a˜o 2.3.10. A operac¸a˜o bina´ria s : [0, 1]×[0, 1] e´ uma t-conorma se satisfaz as seguintes
condic¸o˜es
1. Condic¸o˜es de fronteira: 0sx = x;
2. Comutatividade: xsy = ysx;
3. Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz;
4. Monotonicidade: se x ≤ y e z ≤ w enta˜o xsz ≤ ysw.
Exemplo de t-conorma:
∨ : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]
x ∨ y = max{x, y}.
t-normas e t-conormas servem para dar base teo´rica para os sistemas baseados em regras
fuzzy, que sera˜o as principais ferramentas da lo´gica fuzzy utilizadas neste trabalho.
Definic¸a˜o 2.3.11. Uma relac¸a˜o cla´ssica R, sobre U1×U2× · · · ×Un, e´ qualquer subconjunto
(cla´ssico) do produto cartesiano U1 × U2 × · · · × Un. Se o produto cartesiano for formado por
apenas dois conjuntos, U1×U2, a relac¸a˜o e´ chamada de bina´ria sobre U1×U2 e, se o produto
cartesiano for composto por dois conjuntos iguais, U × U , R e´ chamada de relac¸a˜o bina´ria
sobre U .
Como a relac¸a˜o R e´ um subconjunto do produto cartesiano, enta˜o ela pode ser representada
por sua func¸a˜o caracter´ıstica χR, da seguinte forma
χR(x1, x2, · · · , xn) =


1, se (x1, x2, · · · , xn) ∈ R
0, se (x1, x2, · · · , xn) 6∈ R
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Definic¸a˜o 2.3.12. Uma relac¸a˜o fuzzy R, sobre U1 × U2 × · · · × Un, e´ qualquer subconjunto
fuzzy de U1 × U2 × · · · × Un. Se o produto cartesiano for formado por apenas dois conjuntos,
U1 ×U2, a relac¸a˜o e´ chamada de fuzzy bina´ria sobre U1 ×U2. Se os conjuntos Ui forem todos
iguais a U , R e´ uma relac¸a˜o fuzzy sobre U e, sobre U × U , R e´ chamada apenas de relac¸a˜o
fuzzy bina´ria.
A principal vantagem na opc¸a˜o pela relac¸a˜o fuzzy, e´ que uma relac¸a˜o cla´ssica indica apenas
se ha´ ou na˜o relac¸a˜o entre dois objetos, enquanto uma relac¸a˜o fuzzy ale´m de indicar se existe
ou na˜o relac¸a˜o, indica tambe´m o grau desta relac¸a˜o (Bando [2002]).
Uma relac¸a˜o fuzzy sobre U1 × U2 × · · · × Un que e´ de grande utilidade, principalmente na
teoria de controladores fuzzy, e´ o produto cartesiano entre conjuntos fuzzy.
Definic¸a˜o 2.3.13. O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy A1, A2, · · · , An de U1,
U2, · · · , Un, respectivamente, e´ a relac¸a˜o fuzzy A1 ×A2 × · · · ×An representada pela func¸a˜o
de pertineˆncia
µA1×A2×···×An(a1, a2, · · · , an) = µA1(a1) ∧ µA2(a2) ∧ · · · ∧ µAn(an),
para todo (a1, a2, · · · , an) ∈ U1 × U2 × · · · × Un, onde ∧ representa o mı´nimo.
A seguir, a noc¸a˜o de produto cartesiano fuzzy ficara´ mais clara, pois utilizaremos o conceito
de sistemas fuzzy, que sa˜o sistemas compostos de regras da forma “Se ... Enta˜o ...”. Veremos
que estas regras sa˜o produtos cartesianos de conjuntos fuzzy.
2.3.6 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
Basicamente, um sistema baseado em regras fuzzy possui quatro componentes: um pro-
cessador de entrada (ou fuzzificador), um conjunto de regras lingu´ısticas, um me´todo de
infereˆncia fuzzy e um processador de sa´ıda (ou defuzzificador), gerando um nu´mero real como
sa´ıda (Ribacionka [1999]). A Figura 2.9 ilustra um sistema fuzzy.
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Figura 2.9: Arquitetura de sistemas baseados em regras fuzzy.
Essa estrutura de controlador representa a transformac¸a˜o que ocorre do domı´nio do mundo
real, que usa nu´meros reais, para o domı´nio fuzzy, que usa nu´meros fuzzy. Nessa trans-
formac¸a˜o, um conjunto de infereˆncias fuzzy e´ usado para as tomadas de deciso˜es, e, por fim,
ha´ uma transformac¸a˜o inversa do domı´nio fuzzy para o domı´nio do mundo real, para que
ocorra o acoplamento entre a sa´ıda do algoritmo fuzzy e as varia´veis de atuac¸a˜o (Shaw e
Simo˜es [1999]).
A fuzzificac¸a˜o e´ o processo pelo qual os valores de entrada do sistema sa˜o convertidos para
conjuntos fuzzy, com as respectivas faixas de valores onde esta˜o definidos. E´ um mapeamento
do domı´nio de nu´meros reais para o domı´nio fuzzy. Fuzzificac¸a˜o tambe´m representa que
ha´ atribuic¸o˜es de valores lingu¨´ısticos, descric¸o˜es vagas ou qualitativas, definidas por func¸o˜es
de pertineˆncia a`s varia´veis de entrada. A fuzzificac¸a˜o e´ uma espe´cie de pre´-processamento
de categorias ou classes dos sinais de entrada, reduzindo grandemente o nu´mero de valores
a serem processados. Uma menor quantidade de valores processados significa que ha´ uma
computac¸a˜o mais veloz (Shaw e Simo˜es [1999]).
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Uma varia´vel lingu¨´ıstica u no universo U e´ definida em um conjunto de termos (ou termi-
nologia), nomes ou ro´tulos, T (u), em cada valor sendo um nu´mero fuzzy definido em U . Por
exemplo, se u for velocidade, enta˜o seu conjunto de termos T (u) poderia ser
T (velocidade) = {baixa,media, alta}
sobre o universo U = [0, 100], onde baixa, me´dia e alta sa˜o termos ou varia´veis lingu¨´ısticas da
grandeza velocidade.
A base de regras caracteriza os objetivos e a estrate´gia utilizados por especialistas na a´rea,
por meio de um conjunto de regras lingu¨´ısticas.
Um especialista humano, entrevistado para ajudar a formular o conjunto de regras fuzzy,
pode articular associac¸o˜es de entradas/sa´ıdas lingu¨´ısticas. Assim, sistemas fuzzy podem pro-
duzir estimativas de um sistema na˜o linear complexo sem recorrer a modelos matema´ticos.
Nesse escopo, a metodologia fuzzy e´ um me´todo de estimativa de entrada e sa´ıda livre de
modelos matema´ticos (Shaw e Simo˜es [1999]). E e´ justamente esse nosso objetivo, modelar a
dispersa˜o da Morte Su´bita dos Citros e interac¸a˜o presa-predador sem uso de equac¸o˜es, apenas
com regras constru´ıdas com o aux´ılio de especialistas.
Exemplo:
Considere um controlador fuzzy simples de 2 entradas e 1 sa´ıda, consistindo de apenas
duas regras:
R1: SE x e´ A1 E y e´ B1 ENTA˜O z e´ C1
R2: SE x e´ A2 E y e´ B2 ENTA˜O z e´ C2
onde Ai, Bi, Ci sa˜o conjuntos fuzzy.
A lo´gica de tomada de deciso˜es, incorporada na estrutura de infereˆncia da base de regras,
usa implicac¸o˜es fuzzy para simular tomadas de decisa˜o humanas. Ela gera ac¸o˜es - consequ¨entes
- inferidas a partir de um conjunto de condic¸o˜es de entrada - antecedentes.
O me´todo de infereˆncia que utilizaremos em nosso trabalho e´ o de Mamdani (Pedrycz
e Gomide [1998]), que agrega as regras por meio do operador lo´gico OU, modelado pelo
operador matema´tico ∨ e, em cada regra, os operadores lo´gicos E e ENTA˜O sa˜o modelados
pelo operador mı´nimo ∧. Para ilustrar o me´todo vamos usar apenas duas regras gene´ricas,
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do tipo daquelas que aparecem em nossa base de regras, cada uma com duas entradas e uma
sa´ıda (Figura 2.10).
Figura 2.10: Me´todo de Infereˆncia de Mamdani.
Exemplo:
Passo 1: “E”
Continuando o exemplo anterior, os nu´meros de entrada fuzzy (isto e´, conjuntos de per-
tineˆncia) Ai e Bi sa˜o combinados usando o operador mı´nimo que corresponde ao conectivo E
de acordo com as regras de intersecc¸a˜o fuzzy. Esta operac¸a˜o e´ chamada agregac¸a˜o.
As duas entradas do sistema sa˜o x e y plotadas no eixo horizontal. Considere a regra R1.
Uma linha vertical constru´ıda sobre x ate´ cruzar o conjunto fuzzy antecedente A1 o cruza com
µA1(x), enquanto uma linha vertical constru´ıda sobre y ate´ o conjunto fuzzy antecedente B1 o
cruza em µB1(x). Usando o E precisamos obter o menor valor, e projetar uma linha horizontal
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sobre o conjunto fuzzy consequ¨ente C1, que e´ truncado em wC1(x) = min{µA1(x), µB1(x)}.
Esse truncamento e´ expressado da seguinte forma:
µC′
1
(z) = min{wC1 , µC1(z)}
O conjunto fuzzy C ′1 e´ a versa˜o truncada do conjunto fuzzy C1 e representa a conclusa˜o
da regra R1.
Analogamente, para a regra R2.
As operac¸o˜es acima esta˜o representadas na Figura 2.10 e o conjunto fuzzy consequ¨ente da
regra R2 e´ C2.
Passo 2: “ OU”
Nesta operac¸a˜o, chamada composic¸a˜o, os conjuntos fuzzy correspondentes a C ′1 e C
′
2 sa˜o
combinados usando o operador ma´ximo, que corresponde ao conectivo OU de acordo com as
regras da unia˜o fuzzy. O operador ma´ximo cria o contorno comum aos dois conjuntos fuzzy,
C, da Figura 2.10.
E´ interessante notar que os operadores mı´nimo e ma´ximo na˜o produzem interac¸a˜o entre os
conjuntos, ja´ que ta˜o logo um valor de pertineˆncia seja menor (ou maior) do que o outro, ele
deixa de ter influeˆncia sobre a func¸a˜o de pertineˆncia de sa´ıda resultante, “bloqueando”o outro.
Essa robustez e´ definitivamente uma vantagem dos sistemas fuzzy (Shaw e Simo˜es [1999]).
Para um sistema com n regras, o procedimento e´ o mesmo que o descrito, com contribuic¸a˜o
de cada regra individualmente, de forma a se obter a sa´ıda.
Por fim, na defuzzificac¸a˜o, o valor da varia´vel lingu¨´ıstica de sa´ıda inferida pelas regras
fuzzy e´ traduzida num valor real. O objetivo e´ obter-se um u´nico nu´mero real que melhor
represente os valores fuzzy inferidos da varia´vel lingu¨´ıstica de sa´ıda. Para selecionar o me´todo
apropriado pode-se utilizar um enfoque baseado no centro´ide ou nos valores ma´ximos que
ocorrem na func¸a˜o de pertineˆncia resultante.
O me´todo do Centro de Gravidade ou Centro´ide e´ a te´cnica de defuzzificac¸a˜o mais comu-
mente usada. Pode ser compreendido como uma me´dia ponderada, onde µA(x) funciona como
o peso do valor x.
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Se x e´ discreto, enta˜o a defuzzificac¸a˜o do conjunto fuzzy A e´ dada por:
z¯ =
∑
x µA(x)x∑
x µA(x)
.
Da mesma forma, se x e´ cont´ınuo, enta˜o,
z¯ =
∫
µA(x)xdx∫
µA(x)dx
.
O leitor podera´ notar que vamos utilizar essa teoria com frequ¨eˆncia. A partir do pro´ximo
cap´ıtulo ficara´ mais clara a necessidade da teoria dos conjuntos fuzzy em nosso modelo.
2.4 Resumo
Nesse cap´ıtulo, fizemos um breve comenta´rio sobre simulac¸a˜o nume´rica, chamando a
atenc¸a˜o para o fato de que usaremos a ferramenta MATLAB e em especial o Fuzzy Logic
Toolbox para esse objetivo. Apresentamos um modelo de simulac¸a˜o por autoˆmatos celulares e
a metodologia de controladores fuzzy que utilizaremos nos pro´ximos cap´ıtulos deste trabalho.
No pro´ximo cap´ıtulo, modelamos o espalhamento da Morte Su´bita dos Citros em um talha˜o
de a´rvores c´ıtricas.
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Cap´ıtulo 3
Um Modelo de Autoˆmatos Celulares
com Paraˆmetro Fuzzy para o
Espalhamento Geogra´fico da Morte
Su´bita dos Citros
Neste cap´ıtulo nosso principal objetivo e´ estabelecer o padra˜o espacial e temporal do es-
palhamento da Morte Su´bita dos Citros num talha˜o de laranjeiras.
Padra˜o espacial em patologia de plantas pode ser definido como a organizac¸a˜o de plan-
tas doentes em relac¸a˜o a`s demais. Padra˜o temporal caracteriza o progresso da intensidade
da doenc¸a em relac¸a˜o ao tempo, usando normalmente modelos matema´ticos de crescimento
(Bassanezi et al. [2003a]).
Em agrossistemas, estes padro˜es originam-se da direta ou indireta interac¸a˜o entre pato´geno,
hospedeiro, meio ambiente, vetor (hospedeiro do v´ırus, transmitindo-o para a planta) e o
homem.
A ana´lise desses padro˜es nos permite inferir sobre como se da´ a evoluc¸a˜o do processo
espacial, a ac¸a˜o dos vetores e a influeˆncia do vento ou da chuva na disseminac¸a˜o do pato´geno.
Atrave´s do estudo dos padro˜es espacial e temporal de plantas doentes podemos inferir
sobre a natureza do agente causal.
Ate´ o momento, nenhum teste para o diagno´stico de plantas infectadas esta´ dispon´ıvel.
Os levantamentos realizados so´ contabilizam as plantas que exibem sinais da doenc¸a e na˜o
conseguem diagnosticar as plantas infectadas que ainda na˜o manifestam sinais. Portanto,
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confiando nos sinais vis´ıveis, plantas doentes sa˜o detectadas e sendo a Morte Su´bita dos
Citros causada por um v´ırus transmitido por um pulga˜o, como ja´ comentamos no Cap´ıtulo 1,
o vento e´ fator decisivo na dispersa˜o dos insetos e consequ¨entemente da doenc¸a.
3.1 O vento
O vento e´ caracterizado por sua velocidade e direc¸a˜o. A velocidade do vento e´ determinada
atrave´s de anemoˆmetros ou anemo´grafos, sendo as unidades usuais de m/s, km/s ou km/h.
Ela e´ bastante varia´vel e aumenta com a altura, Figura 3.1 (Gallo et al. [1970]), de tal forma
que os insetos que voam a maiores altitudes podem ser arrastados para mais longe.
Figura 3.1: Velocidade do vento a diferentes alturas e a diferentes horas do dia. Fonte: Gallo et al.
[1970].
Para se avaliar sua velocidade de maneira pra´tica, sem o recurso de aparelhos, pode-se
consultar a Escala Beaufort de Forc¸a dos Ventos (Tabela 3.1).
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no da Designac¸a˜o Velocidade Dados para avaliar a velocidade
escala em terra em km/h (em terra)
0 calmaria 0 a 1 Na˜o se nota o menor deslocamento nos
mais leves objetos. A fumac¸a eleva-se
verticalmente.
1 bafagem 2 a 6 A direc¸a˜o do vento e´ indicada pelo desvio
da fumac¸a, mas na˜o pelos cata-ventos
2 aragem 7 a 12 Sente-se o vento nas faces; as folhas das
a´rvores sa˜o levemente agitadas; os cata-
ventos comuns sa˜o acionados.
3 vento 13 a 18 As folhas e os pequenos arbustos ficam
fraco em agitac¸a˜o cont´ınua; as bandeiras leves
comec¸am a se estender.
4 vento 19 a 26 Movem-se os pequenos galhos das a´rvores,
moderado poeira e pedac¸os de papel sa˜o levantados.
5 vento 27 a 35 As a´rvores pequenas com folhagens comec¸am
fresco a oscilar, aparecem ondas com cristas
nas superf´ıcies dos rios e lagos.
6 vento muito 36 a 44 Galhos maiores das a´rvores agitados;
fresco ouve-se o assobio produzido pelo vento ao
passar pelos fios telegra´ficos; torna-se
dif´ıcil usar o guarda-chuva.
7 vento 45 a 54 Os troncos das a´rvores oscilam, torna-se
forte dif´ıcil andar contra o vento.
8 vento muito 55 a 65 Geralmente torna-se imposs´ıvel andar
forte contra o vento. Quebram-se os galhos
das a´rvores.
9 vento 66 a 77 Ocorrem pequenos danos nas edificac¸o˜es
duro (telhas arrancadas, etc.)
10 vento muito 78 a 90 As a´rvores sa˜o derrubadas e as edificac¸o˜es
duro sofrem danos materiais considera´veis.
11 tempestade 91 a 104 Resultam grandes destruic¸o˜es; as a´rvores
sa˜o arrancadas. Observado muito
raramente.
12 furac¸a˜o ≥ 105 Produzem efeitos devastadores.
Tabela 3.1: Escala Beaufort de Forc¸a dos Ventos.
A direc¸a˜o do vento e´ determinada, por sua vez, pelos cata-ventos, que da˜o indicac¸a˜o de
onde ele vem. Nesta caracterizac¸a˜o, utiliza-se a Rosa dos Ventos (Figura 3.2).
Assim, um vento que sopra de SW para NE e´ simplesmente chamado de vento SW ou
vento 20 (convenc¸a˜o).
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Figura 3.2: Rosa dos Ventos.
O vento exerce marcada influeˆncia na disseminac¸a˜o de insetos, arrastando a grandes
distaˆncias na˜o so´ ovos, como tambe´m larvas e adultos de muitas espe´cies, podendo trans-
portar insetos adultos alados ou na˜o.
Os insetos alados, em geral, deslocam-se nas suas disperso˜es sob a ac¸a˜o do vento, e este
deslocamento e´ bastante varia´vel de espe´cie para espe´cie, e de acordo com a velocidade do
vento.
Os insetos, antes de iniciarem o voˆo, Figura 3.3, realizam um voˆo vertical chamado voˆo de
eˆxodo ou de partida, para atingir uma altura considerada favora´vel (Gallo et al. [1970]). Esse
voˆo de partida e´ bastante afetado pelo vento. Em geral, os ventos fortes inibem a partida e os
fracos a favorecem. Por exemplo, o pulga˜o Aphis fabae e´ favorecido por ventos de 4,7 km/h;
suas formas aladas na˜o migrantes sa˜o inibidas para um voˆo de eˆxodo com ventos superiores a
7,9 km/h.
A influeˆncia do vento no voˆo inicial dos insetos esta´ tambe´m na dependeˆncia do tamanho
do corpo dos mesmos. Nos insetos grandes, devido a maior a´rea de exposic¸a˜o do to´rax, o
vento resfria-os fazendo cair a temperatura do corpo a um n´ıvel que impede a movimentac¸a˜o
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dos mu´sculos alares. Desta forma, o vento inibe muito mais facilmente o voˆo de insetos de
grande porte do que os de corpo pequeno, que podem proteger-se mais facilmente da corrente
ae´rea.
Tambe´m o voˆo, propriamente dito, e´ afetado pelo vento, principalmente em sua orientac¸a˜o,
pois este voˆo e´ retil´ıneo (Gallo et al. [1970]).
Figura 3.3: Diagrama mostrando como se da´ o voˆo do pulga˜o.
De acordo com Braga e Sousa-Silva [1999], a colonizac¸a˜o das laranjeiras e´ feita por af´ıdeos
que habitam o pomar. Os pulgo˜es tendem a sair do talha˜o em que se encontram somente
quando este ja´ esta´ saturado. O voˆo do pulga˜o em clima tropical e´ executado pelos alados
apo´s va´rias gerac¸o˜es de insetos a´pteros e presos ao mesmo habitat. Seu voˆo e´ cont´ınuo, com
durac¸a˜o me´dia entre 6 a 12 horas, ou ate´ completa exausta˜o no ma´ximo de 1 dia. Inicialmente,
o pulga˜o voa para cima atra´ıdo pela radiac¸a˜o ultravioleta, depois segue horizontalmente no
sentido do vento e pousa em uma nova a´rvore repelido pela radiac¸a˜o ultravioleta. As cores que
refletem o ultravioleta repelem o pulga˜o e vice-versa. A cor que mais atrai o pulga˜o e´ o amarelo
pelo fato de refletir muito pouco ultravioleta e isto explica o fato de pulgo˜es alados pousarem
em brotac¸o˜es novas. Apo´s o pouso, o inseto efetua a picada de prova. Se for favora´vel fica,
caso contra´rio executa pequenos voˆos pro´ximos, a` procura de uma planta, ou acaba morrendo.
Esse voˆo depende da ac¸a˜o do vento local (Silveira Neto et al. [1976]). Basta uma u´nica picada
de prova para o pulga˜o transmitir o v´ırus para a planta. Deste modo, a intensidade e direc¸a˜o
dos ventos influenciam na forc¸a de transmissa˜o da doenc¸a.
58
3.2 Os pulgo˜es de citros
Os insetos homo´pteros, vulgarmente conhecidos por pulgo˜es ou af´ıdeos, constituem a super-
famı´lia Aphidoidea, da qual a famı´lia Aphididae e´ a maior e mais comum. A esta famı´lia
pertencem os pulgo˜es dos citros.
Trata-se de um grupo de insetos dos mais estudados por pesquisadores do mundo inteiro,
grac¸as a sua importaˆncia agr´ıcola incontesta´vel. Os preju´ızos causados a`s plantas cultivadas
devem-se a`s graves alterac¸o˜es provocadas nos tecidos vegetais, quer pela constante succ¸a˜o,
pela introduc¸a˜o de toxinas salivares durante a alimentac¸a˜o, quer, principalmente, por serem
eles os mais importantes vetores de doenc¸as de plantas conhecidas.
Os pulgo˜es dos citros sa˜o uma das piores pragas da cultura, pois sa˜o responsa´veis pela
transmissa˜o de v´ırus para plantas, causando algumas doenc¸as, dentre elas a Morte Su´bita dos
Citros.
Os af´ıdeos constituem um grande grupo de pequenos insetos de corpo mole, comprimento
que varia de 1 a 7 mm, mais frequ¨entemente 1 a 4 mm, normalmente encontrados em grandes
quantidades a sugar seiva de ramos ou folhas de plantas. Nesse grupo de pulgo˜es, e´ comum
encontrar indiv´ıduos em todos os esta´gios do desenvolvimento. Os representantes da famı´lia
podem usualmente ser reconhecidos pelo corpo piriforme caracter´ıstico, pelo par de corn´ıculos
na parte posterior do abdome e pelas antenas bastante longas; as formas aladas podem, em
geral, ser reconhecidas pela nervac¸a˜o e pelo tamanho relativo das asas anteriores e posteriores.
Em repouso, as asas sa˜o geralmente mantidas verticalmente sobre o corpo (Borror e DeLong
[1970]).
Os corn´ıculos dos af´ıdeos sa˜o estruturas tubulares que se originam do lado dorsal do quinto
ou sexto segmento abdominal e funcionam como tubos secretores de cera. Os af´ıdeos tambe´m
eliminam, pelo aˆnus, l´ıquido ac¸ucarado, composto principalmente do excesso de seiva sugado
pelo inseto, ao qual sa˜o adicionados o excesso de ac¸u´cares e produtos de excrec¸a˜o. O l´ıquido
ac¸ucarado, “honeydew”, e´ o alimento favorito de muitas formigas (Borror e DeLong [1970]).
Os pulgo˜es tambe´m esta˜o associados, devido a melada que produzem, ao surgimento do fungo
negro, a fumagina, sobre as folhas e frutos, que e´ grandemente prejudicial a` respirac¸a˜o e
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fotoss´ıntese da planta (Gallo et al. [1970]).
O grande sucesso dos af´ıdeos como praga deve-se a` sua alta fecuncidade e ao polimorfismo
dos indiv´ıduos. O ciclo vital de muitos af´ıdeos e´ pouco comum e complexo. O desenvolvimento
destes insetos varia de uma a´rea para outra, sendo que em regio˜es tropicais e subtropicais ocor-
rem va´rias gerac¸o˜es anuais, de reproduc¸a˜o partenogene´tica, dando origem a feˆmeas viv´ıparas
(o desenvolvimento embriona´rio se processa dentro do corpo da feˆmea, e portanto, produz nin-
fas em lugar de ovos) aladas e a´pteras. Nas regio˜es temperadas, no final do outono e comec¸o
do inverno, as feˆmeas deixam de se reproduzir por partenogeˆnese e ocorre a reproduc¸a˜o bisse-
xuada, dando origem a machos e feˆmeas ov´ıparas. A gerac¸a˜o final antes do inverno e´ sexual e
o inverno e´ gasto geralmente no esta´gio de ovo, embora na˜o necessariamente (Borror e DeLong
[1970]).
A ovulac¸a˜o e´ extremamente precoce e o desenvolvimento embriona´rio dos “filhotes”come-
c¸a antes do nascimento da ma˜e, no interior do corpo da avo´. O alimento ingerido por um
indiv´ıduo adulto sustenta, enta˜o, treˆs gerac¸o˜es. A larviposic¸a˜o e´ iniciada logo apo´s a u´ltima
ecdise e e´ a u´nica func¸a˜o reprodutiva atribu´ıda ao adulto.
Os pulgo˜es, em sua quase totalidade, passam por quatro esta´gios ninfais, tornando-se
adultos apo´s o 4o instar. As ninfas apresentam os mesmos ha´bitos alimentares dos adultos,
sa˜o de menores dimenso˜es, a´pteras e na˜o se reproduzem (Ronquim [1999]). Ninfas que se
tornara˜o adultos alados, diferenciam-se das a´pteras a partir do 3o instar, pela presenc¸a de
tecas alares. O ciclo de vida (ninfa-adulto) e´ de 7 a 10 dias em climas tropicais.
O polimorfismo contribui para o desenvolvimento dos af´ıdeos, devido a` presenc¸a de formas
a´pteras, concentradas na reproduc¸a˜o em condic¸o˜es ambientais favora´veis e aladas, para a
dispersa˜o em condic¸o˜es adversas.
As condic¸o˜es clima´ticas no Brasil sa˜o favora´veis ao desenvolvimento de formas partenogene´-
ticas o ano todo. Os af´ıdeos se reproduzem, em nosso meio, exclusivamente por partenogeˆnese
tel´ıtoca, isto e´, sem o concurso do macho, originando-se sempre feˆmeas (Gallo et al. [1970]).
A capacidade de voˆo permite transfereˆncia de af´ıdeos de uma planta para outra, ou seja,
possibilita a conquista de novas plantas em melhores condic¸o˜es nutricionais, onde o potencial
parasita´rio possa se desenvolver. Esse e´ o papel desempenhado pelas feˆmeas partenogene´ticas
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aladas, que, juntamente com as viv´ıparas (a´pteras), podem ser consideradas as u´nicas formas
adultas de af´ıdeos ocorrentes em regio˜es de climas tropical e subtropical (Minks e Harrewijn
[1987]).
Cumpre esclarecer aqui que muitas excec¸o˜es existem e na˜o esta˜o sendo consideradas, por
na˜o apresentarem interesse direto nas nossas condic¸o˜es.
As condic¸o˜es clima´ticas do Estado de Sa˜o Paulo parecem permitir o aparecimento de
machos alados de muitas espe´cies, pore´m, aparentemente na˜o sa˜o suficientemente adequadas
para provocar a produc¸a˜o de feˆmeas ov´ıparas que, de acordo com Sousa e Silva [2001], ate´
o momento, foram observadas apenas para a espe´cie Aphis spiraecola, em plantas do geˆnero
Spiraea. Nestas, no meˆs de junho, na regia˜o de Campinas, foram observados machos alados
e feˆmeas ov´ıparas a´pteras, de cujo acasalamento resultou a postura de ovos nas gemas das
plantas. Infelizmente, na˜o foi poss´ıvel observar a eclosa˜o das fundatrizes, na˜o se podendo
afirmar se ocorre ou na˜o. O fato e´ que nas mesmas plantas observadas e em va´rias espe´cies
vegetais, A. spiraecola continuava, concomitantemente, a reproduzir-se partenogeneticamente,
como o faz normalmente durante todo o ano.
O pulga˜o-preto mede cerca de 2 mm de comprimento. Sua reproduc¸a˜o e´ assexuada
(partenogeˆnese tel´ıtoca), na˜o ocorrendo machos em clima tropical. A taxa de reproduc¸a˜o
e´ muito alta, e cada feˆmea da´ origem a 20 ou 30 ninfas. Formam coloˆnias e sa˜o bem adapta-
dos para se alimentarem em citros, tendo poucos hospedeiros (oligo´fagos) (Parra et al. [2003]).
Sua colorac¸a˜o e´ marrom nas formas jovens e preta nos adultos (Figura 3.4).
O pulga˜o-verde, Aphis spiraecola, era antigamente identificado como Aphis citricola (van
der Goot, 1912). Aparece com menos frequ¨eˆncia do que o pulga˜o-preto em pomares. Os
adultos medem cerca de 1,2 a 2,2 mm de comprimento, sa˜o esverdeados e apresentam o
sifu´nculo de cor marrom. Quando alados, o to´rax e a cabec¸a sa˜o tambe´m marrons (Figura
3.5). E´ uma espe´cie pol´ıfaga, ou seja, alimenta-se em va´rias espe´cies de plantas (Parra et al.
[2003]).
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Figura 3.4: Pulga˜o preto. Fonte: Parra et al. [2003].
Figura 3.5: Pulga˜o verde. Fonte: Parra et al. [2003].
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Similar nos ha´bitos e´ o pulga˜o cinza, Aphis gossypii (Glover, 1877), que adere aos lados
de baixo da folha (Figura 3.6).
Figura 3.6: Pulga˜o cinza. Fonte: Parra et al. [2003].
Ale´m disso, devido ao seu ha´bito alimentar, podem causar o encarquilhamento ou a dis-
torc¸a˜o das folhas e definhamento das plantas em raza˜o da succ¸a˜o intensa da seiva. O encarqui-
lhamento provocado pelo pulga˜o-preto e´ menos acentuado do que o causado pelo pulga˜o-verde
(Figura 3.7). Essas espe´cies sa˜o mais frequ¨entes em per´ıodos em que na˜o ocorrem chuvas pro-
longadas (Parra et al. [2003]).
De acordo com Braga e Sousa-Silva [1999], a influeˆncia dos fatores clima´ticos - pluviosi-
dade, umidade relativa do ar, e temperatura me´dia - na dinaˆmica de voˆo do pulga˜o, na˜o foi
significativa. E´ conhecido que em dias de chuva forte, ocorre a “lavagem”das folhas das plan-
tas e isto sim prejudica os af´ıdeos, eliminando as infestac¸o˜es por pulgo˜es; tambe´m, como ja´
comentamos na sec¸a˜o anterior, que o voˆo do pulga˜o ocorre em dias claros.
Inicialmente, aparecem as feˆmeas a´pteras e, havendo excesso de populac¸a˜o, surgem as
formas aladas que ira˜o constituir novas coloˆnias em outras plantas (Gallo et al. [1970]).
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Figura 3.7: Planta infestada por pulgo˜es. Fonte: Parra et al. [2003].
Estas afirmac¸o˜es nos fizeram supor que o espac¸o percorrido pelo vetor que dissemina a
doenc¸a e´ proporcional a` intensidade dos ventos. Como as informac¸o˜es obtidas para a ve-
locidade dos ventos, v, e a distaˆncia percorrida pelo pulga˜o alado, r, sa˜o do tipo lingu¨´ıstica,
como, por exemplo, fraco, forte, dentre outras, optamos pela teoria dos conjuntos fuzzy para
estabelecer a relac¸a˜o entre estas duas varia´veis, v e r, por meio de uma base de regras fuzzy.
Ale´m disso, a intensidade dos ventos varia nos diferentes meses do ano. Este fato deve ser
incorporado ao modelo.
O modelo pretende descrever basicamente o avanc¸o da Morte Su´bita dos Citros em um
talha˜o de frutas c´ıtricas. Nessa abordagem, as varia´veis de estado do sistema, assim como o
tempo, sa˜o discretos. O sistema e´ representado espacialmente atrave´s de um reticulado de
ce´lulas que interagem obedecendo a algumas regras de mudanc¸a de estado. A dinaˆmica do
sistema como um todo depende desta interac¸a˜o entre as ce´lulas. Cada ce´lula representa uma
a´rvore do talha˜o (Peixoto et al. [2003]).
Neste trabalho, usaremos os conhecimentos sobre ventos e comportamento de pulgo˜es com
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o objetivo de incorpora´-los parcimoniosamente a um modelo de simulac¸a˜o com autoˆmatos
celulares.
3.3 Formulac¸a˜o do Modelo Fuzzy
Para que o vetor (pulga˜o) contamine uma a´rvore a uma distaˆncia r, a forc¸a dos ventos, v,
e´ importante. Deste modo, assumimos que r = r(v). Para o vento, dispomos de informac¸o˜es
incertas do tipo: “quanto maior e´ o valor de v, maior sera´ o r”. Assim sendo, optamos por
modelar r por meio de um sistema baseado em regras fuzzy, com o intuito de traduzir o
conhecimento que se tem sobre a dependeˆncia de r com respeito a v (Peixoto et al. [2004a]).
Como ja´ vimos, basicamente, um sistema baseado em regras fuzzy possui quatro compo-
nentes: um processador de entrada (ou fuzzificador), um conjunto de regras lingu¨´ısticas, um
me´todo de infereˆncia fuzzy e um processador de sa´ıda (ou defuzzificador), gerando um nu´mero
real como sa´ıda.
No esquema da Figura 3.8, a base de conhecimentos e´ traduzida por um conjunto de regras
fuzzy, que desempenham o papel de uma func¸a˜o matema´tica e um me´todo de infereˆncia fuzzy.
Figura 3.8: Sistema baseado em regras fuzzy.
Com o aux´ılio de entomologistas, obtemos a seguinte base de regras fuzzy:
1. SE (v e´ calmaria) ENTA˜O (r e´ muito pequeno);
2. SE (v e´ bafagem) ENTA˜O (r e´ muito pequeno);
3. SE (v e´ aragem) ENTA˜O (r e´ pequeno);
4. SE (v e´ fraco) ENTA˜O (r e´ medio);
5. SE (v e´ moderado) ENTA˜O (r e´ medio);
6. SE (v e´ fresco) ENTA˜O (r e´ grande);
7. SE (v e´ muito fresco) ENTA˜O (r e´ grande);
8. SE (v e´ forte) ENTA˜O (r e´ muito grande);
9. SE (v e´ muito forte) ENTA˜O (r e´ muito grande).
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Agora cada um dos adjetivos como fraco, forte, sa˜o modelados matematicamente por um
conjunto fuzzy atrave´s de sua func¸a˜o de pertineˆncia. O conjunto fuzzy da varia´vel de entrada
foi modelado de acordo com a Escala Beaufort de Forc¸a dos Ventos. E a varia´vel de sa´ıda e´
um valor entre [0,1], conforme a sua intensidade. Para o nosso caso, as func¸o˜es de pertineˆncias
sa˜o do tipo triangular e trapezoidal (Figura 3.9 e Figura 3.10).
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Figura 3.9: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de entrada v: vento.
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Figura 3.10: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de sa´ıda r: distaˆncia.
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Utilizando o Me´todo de Infereˆncia de Mamdani e o me´todo de defuzzificac¸a˜o do Centro de
Gravidade, obtemos a curva r = r(v) dada pela Figura 3.11, soluc¸a˜o do sistema fuzzy.
Figura 3.11: Soluc¸a˜o dada pelo controlador fuzzy: r = r(v).
O gra´fico da Figura 3.11, estabelece a distaˆncia percorrida pelo pulga˜o como func¸a˜o da
velocidade do vento, ou seja, basta que se tenha a velocidade me´dia mensal do vento, para
saber quais novas plantas sera˜o infectadas no pro´ximo meˆs.
E´ importante observar que talho˜es de a´rvores c´ıtricas apresentam dimenso˜es diferentes.
Pensando nisso, para se encontrar a que distaˆncia de uma a´rvore doente surgira˜o novas plantas
sintoma´ticas, basta multiplicar o valor de r, obtido atrave´s do modelo fuzzy, pela maior
distaˆncia que o pulga˜o pode atingir dentro do talha˜o. Por exemplo, se o valor dessa maior
distaˆncia e´ 20 e o valor obtido para r = 0, 1, enta˜o as poss´ıveis a´rvores sintoma´ticas que
surgiram esta˜o dentre as assinaladas na Figura 3.12.
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Figura 3.12: A a´rvove central apresenta sinais da Morte Su´bita dos Citros no meˆs i. Uma porcen-
tagem (valor que depende do meˆs) das demais, numa vizinhanc¸a de raio 2, sera´ sintoma´tica no meˆs
i+ 1.
Neste modelo procuramos detectar a´rvores sintoma´ticas que surgira˜o meˆs a meˆs. Existe
um per´ıodo de lateˆncia e os primeiros sinais so´ va˜o se manifestar aproximadamente dois anos
depois como vimos no Cap´ıtulo 1. No modelo utilizamos a dinaˆmica de voˆo do pulga˜o.
3.4 Simulac¸o˜es nume´ricas
Para realizarmos as simulac¸o˜es nume´ricas, partimos de condic¸o˜es iniciais que sa˜o dados
reais fornecidos por pesquisadores do Fundecitrus.
Atrave´s de simulac¸o˜es nume´ricas, temos como objetivo, partir do modelo para ilustrar o
avanc¸o da doenc¸a em um talha˜o com apenas algumas a´rvores iniciais sintoma´ticas (em preto)
como na Figura 3.13.
Na Figura 3.13(a) temos um talha˜o em laranja Peˆra com 23x48 a´rvores e 33 a´rvores
sintoma´ticas no meˆs de abril e na Figura 3.13(b) um talha˜o em laranja Valeˆncia com 20x48
a´rvores e 24 plantas sintoma´ticas no meˆs de agosto, onde os pontos em preto representam
a´rvores sintoma´ticas e em branco, a´rvores na˜o-sintoma´ticas. Esses talho˜es localizam-se em
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propriedades do norte do estado de Sa˜o Paulo.
Figura 3.13: (a) Talha˜o em laranja Peˆra: 33 a´rvores sintoma´ticas iniciais; (b) Talha˜o em laranja
Valeˆncia: 24 a´rvores sintoma´ticas inicias. Fonte: Bassanezi et al. [2003c].
Para realizar as simulac¸o˜es nume´ricas, adotamos exatamente as mesmas plantas iniciais
sintoma´ticas dos dados reais (Bassanezi et al. [2003a]) (Figura 3.13) fornecidos pelo Fun-
decitrus. Isto foi feito para que fosse poss´ıvel uma comparac¸a˜o dos dados reais (Figura 3.14)
com os resultados obtidos a partir do nosso modelo de autoˆmatos celulares com paraˆmetro
fuzzy (Figuras 3.16 e 3.17).
A partir de uma a´rvore sintoma´tica, podem surgir novas a´rvores sintoma´ticas a uma
distaˆncia r desta, onde r e´ dado pelo modelo fuzzy descrito acima. Dentre as a´rvores perten-
centes a essa distaˆncia, sorteamos as novas a´rvores sintoma´ticas, isto e´, a direc¸a˜o do vento e´
aleato´ria, lembrando que a chance de aparecerem novas a´rvores com sinais da doenc¸a varia
conforme o meˆs do ano e a variedade da planta, fatos estes incorporados ao modelo e fornecidos
pelos pesquisadores da a´rea.
A velocidade dos ventos varia de acordo com o per´ıodo do ano e o hora´rio do dia.
A me´dia anual da velocidade dos ventos na regia˜o norte de Sa˜o Paulo, esta´ compreendida
entre 5,04 km/h e 9,72 km/h. A primavera e´ a estac¸a˜o do ano onde se verifica a maior me´dia
de velocidade, tendo os meses de setembro e outubro, os maiores ventos na regia˜o, quando
atingem em me´dia 9,72 km/h. As menores me´dias mensais mostram-se presentes no vera˜o,
chegando a velocidades de 6,12 km/h.
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Dados reais fornecidos sa˜o de talho˜es localizados na regia˜o norte do Estado de Sa˜o Paulo no
ano de 2001. Por isso, para realizar nossas simulac¸o˜es, usamos dados fornecidos pelo INMET
(Instituto Nacional de Meteorologia) da velocidade me´dia dos ventos para cada meˆs do ano
de 2001 na mesma regia˜o - dados de entrada do controlador fuzzy.
A Figura 3.14(a) corresponde a`s a´rvores sintoma´ticas no meˆs de janeiro de 2002 referente
ao talha˜o da Figura 3.13(a) e a Figura 3.14(b) corresponde as a´rvores sintoma´ticas no meˆs de
fevereiro de 2002 referente ao talha˜o da Figura 3.13(b).
Figura 3.14: Dados reais (a) 251 a´rvores sintoma´ticas em janeiro de 2002; (b) 585 a´rvores sin-
toma´ticas em fevereiro de 2002. Fonte: Bassanezi et al. [2003c].
Figura 3.15: (a) Dados iniciais da Figura 3.13(a); (b) Simulac¸a˜o na auseˆncia de vento apo´s 9
iterac¸o˜es.
Nas simulac¸o˜es nume´ricas, se no´s consideramos transmissa˜o local, isto e´, auseˆncia de vento
(ou seja, o vento na˜o influencia na dispersa˜o da doenc¸a), notamos um padra˜o de formac¸a˜o
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de manchas de plantas doentes (Figura 3.15). Por outro lado, se a transmissa˜o na˜o local
(presenc¸a de vento) e´ considerada, notamos outro padra˜o de formac¸a˜o de manchas de plantas
doentes.
Figura 3.16: Simulac¸o˜es do Autoˆmato celular com paraˆmetro fuzzy para as a´rvores iniciais sin-
toma´ticas do talha˜o em laranja Peˆra (Figura 3.13(a)), apo´s 9 iterac¸o˜es.
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Figura 3.17: Simulac¸o˜es do Autoˆmato celular com paraˆmetro fuzzy para as a´rvores iniciais sin-
toma´ticas do talha˜o em laranja Valeˆncia (Figura 3.13(b)), apo´s 6 iterac¸o˜es.
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Temos agora um conjunto de dados observados (Figura 3.14) e outro de dados simulados
(Figuras 3.16 e 3.17).
Medidas de desvio sa˜o aplicadas quando dados observados e dados simulados podem ser
colocados em pares de acordo com o tempo, localizac¸a˜o, tratamento, etc. Medidas de desvio
sa˜o baseadas nas diferenc¸as entre dados simulados e dados observados.
Para dados nume´ricos, duas medidas comumente usadas sa˜o o Erro Absoluto Me´dio (MAE)
e o Erro Percentual Absoluto Me´dio (MA%E) (Mayer e Butler [1993]) definidos por:
MAE =
∑ | yi − yˆi |
n
, (3.1)
MA%E =
100
[∑
|yi−yˆi|
|yi|
]
n
(3.2)
onde yi representa os valores observados e yˆi, os valores simulados pelo modelo e n o nu´mero
de pares usados usados no ca´lculo.
MA%E e´ amplamente usado, embora com diferentes nomes, em estudos demogra´ficos e
em outros campos. Como MAE tem a mesma unidade dos dados e MA%E e´ relativo, ambas
podem ser medidas informativas.
Um se´rio problema existe na equac¸a˜o (3.2) com a divisa˜o por yi. Obviamente, MA%E e´
indefinido se algum valor observado (yi) for igual a zero, fato que ocorre sempre que uma a´rvore
for assintoma´tica. Por este motivo, optamos pelo uso de MAE para validac¸a˜o do nosso modelo,
ja´ que se uma a´rvore i no talha˜o e´ na˜o-sintoma´tica, enta˜o yi = 0. Assim, para comparar os
resultados por no´s obtidos com aqueles verificados no campo, utilizamos a equac¸a˜o (3.1).
Para dados bina´rios, uma medida de desvio simples e´ a porcentagem das unidades obser-
vadas com o valor correto.
Os valores MAE para o conjunto de dados do talha˜o de laranja Peˆra testados foram em
me´dia 0, 27, o que indica uma concordaˆncia me´dia de 73% entre os resultados obtidos a partir
do nosso modelo e o mapeado em campo, se compararmos a´rvore por a´rvore.
Por outro lado, se dividirmos nosso talha˜o em grupos de 4x4 a´rvores, obtemos para o
MAE (que chamamos nas simulac¸o˜es de MAE2) um valor em torno 1,34. Isto significa que,
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comparando com dados reais, temos um desvio de 1,34 a´rvores dentro de cada grupo no talha˜o
(Figura 3.16).
Ana´lise ana´loga fazemos para o talha˜o em laranja Valeˆncia (Figura 3.17).
Comparando nossos resultados com dados reais, e´ poss´ıvel perceber a similaridade entre
os padro˜es reais e aqueles obtidos em nossas simulac¸o˜es, quando consideramos transmissa˜o
na˜o local em nosso modelo (Figuras 3.14, 3.16, 3.17). Neste sentido, no´s podemos confir-
mar que o vento exerce um papel importante no espalhamento da doenc¸a, fato este que os
pesquisadores do fenoˆmeno ja´ haviam observado. A vantagem do modelo matema´tico e´ per-
mitir uma avaliac¸a˜o do espalhamento da doenc¸a.
Podemos tambe´m fazer uma ana´lise temporal do espalhamento da doenc¸a no talha˜o. De
acordo com Bassanezi et al. [2003d], quanto ao progresso da doenc¸a, isto e´, ao aumento do
nu´mero de plantas com sinais de MSC, foi observado que ocorre um crescimento bastante
ra´pido durante o ano. Apo´s a constatac¸a˜o da primeira planta com sinais da doenc¸a, o nu´mero
de plantas sintoma´ticas pode atingir de 60% a 100% das plantas do talha˜o em menos de dois
anos. Normalmente, a velocidade do aparecimento de novas plantas com sinais e´ maior a
partir do in´ıcio da estac¸a˜o chuvosa na primavera (de setembro a novembro), permanece alta
ate´ o in´ıcio do vera˜o (dezembro e janeiro) e e´ reduzida no per´ıodo de outono e inverno (de
marc¸o a agosto).
Na Figura 3.18, plotamos dados reais observados em campo (Bassanezi et al. [2003d]). O
tempo inicial e´ dado pelo meˆs de abril/2001. Observando a figura, ficam claras as observac¸o˜es
colocadas acima. Logo, se considerarmos o per´ıodo de abril a marc¸o do ano seguinte, o apa-
recimento de novas plantas com sinais da Morte Su´bita dos Citros apresenta um crescimento
log´ıstico com condic¸a˜o inicial residual.
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Figura 3.18: Dados reais observados em campo para talha˜o em laranja Peˆra. Fonte: Bassanezi et al.
[2003d]
Vamos agora ajustar os dados obtidos a partir do nosso modelo. Para isto, vamos consi-
derar como exemplo o talha˜o em laranja Peˆra. Apo´s sete simulac¸o˜es consecutivas e plotando
a me´dia de todas, temos a Figura 3.19. Fazendo um ajuste log´ıstico, obtemos a respectiva
equac¸a˜o:
y =
30
10, 74e−0,38t + 1
, (3.3)
que pode ser observada na Figura 3.19.
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Figura 3.19: Ajuste log´ıstico dos dados obtidos por simulac¸a˜o do autoˆmato celular com paraˆmetro
fuzzy para talha˜o em laranja Peˆra.
A necessidade de se estudar o comportamento dinaˆmico da MSC e´ de fundamental im-
portaˆncia no que diz respeito a` sua evoluc¸a˜o, estabilidade e controle. O fato e´ que a realizac¸a˜o
de simulac¸o˜es nos permite fazer previso˜es em relac¸a˜o a` propagac¸a˜o da doenc¸a, principalmente
se observada em sua fase inicial, e da´ı propor uma medida de controle.
Atualmente, como ja´ vimos no Cap´ıtulo 1, usa-se a te´cnica de subenxertia como medida
paliativa para o controle da Morte Su´bita dos Citros e estima-se o custo total da operac¸a˜o em
1 do´lar americano (US$ 1,00) por planta original subenxertada, sem falar no tempo necessa´rio
para que a a´rvore se recupere dos sinais que apresenta da doenc¸a.
O nosso modelo permite prever quantas a´rvores apresentara˜o os primeiros sinais da MSC,
meˆs a meˆs, no talha˜o, para isto basta observar pontos (focos) novos da doenc¸a que aparecem
cada meˆs - assim, e´ poss´ıvel prever em quanto tempo a doenc¸a tomara´ conta do pomar, se
nenhuma medida for adotada.
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Observe a Figura 3.20:
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Figura 3.20: Dispersa˜o da MSC no talha˜o de laranja Peˆra, meˆs a meˆs.
Plotamos meˆs a meˆs o surgimento de plantas sintoma´ticas. Para cada meˆs uma cor diferente
representando as a´rvores sintoma´ticas e em branco a´rvores na˜o sintoma´ticas.
Podemos concluir que:
• Evoluc¸a˜o no espac¸o: o padra˜o de espalhamento da doenc¸a e´ na˜o local e depende da forc¸a
do vento;
• Evoluc¸a˜o temporal: o progresso da doenc¸a, sendo mais acentuado na primavera, obedece
a um crescimento log´ıstico ao longo de cada ano.
3.5 Resumo
Neste cap´ıtulo, modelamos o paraˆmetro que determina a distaˆncia percorrida pelo pulga˜o
atrave´s do uso de lo´gica fuzzy, em func¸a˜o do vento. Utilizando um modelo de autoˆmato celular
foi poss´ıvel visualizar a evoluc¸a˜o da doenc¸a no espac¸o e, a partir desse modelo, prever a sua
evoluc¸a˜o temporal.
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Sendo o pulga˜o o transmissor do Vı´rus da Morte Su´bita dos Citros, no pro´ximo cap´ıtulo
propomos alguns modelos tipo presa-predador, para poss´ıvel controle biolo´gico e/ou qu´ımico,
baseados em regras fuzzy.
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Cap´ıtulo 4
Modelo Presa-Predador P-Fuzzy
Temos como objetivo neste cap´ıtulo elaborar modelos que representem a dinaˆmica do tipo
presa-predador, utilizando para isso um sistema baseado em regras fuzzy, ou seja modelos
presa-predador p-fuzzy1. As soluc¸o˜es obtidas a partir de tais modelos sera˜o comparadas
com soluc¸o˜es de modelos determin´ısticos cla´ssicos. Em particular, atrave´s do modelo fuzzy e´
poss´ıvel encontrar paraˆmetros para sistemas de equac¸o˜es cla´ssicas, paraˆmetros estes, muitas
vezes indispon´ıveis. A importaˆncia desses paraˆmetros esta´ na sua interpretac¸a˜o biolo´gica,
ale´m do fato de que a partir de sistemas de equac¸o˜es diferenciais podemos fazer o estudo da
estabilidade de tais sistemas.
4.1 Modelos Presa-Predador
Os modelos matema´ticos para a relac¸a˜o presa-predador sa˜o utilizados para o estudo de
interac¸o˜es e evoluc¸a˜o de duas populac¸o˜es nas quais uma delas depende da outra para se
alimentar e sobreviver. Tais relac¸o˜es dinaˆmicas entre presa-predador sa˜o temas de destaque
em Ecologia (Edelstein-Keshet [1988]).
Segundo Gallo et al. [1970], predac¸a˜o e´ uma interac¸a˜o negativa, onde uma espe´cie ataca
a outra para se alimentar, sendo que o tempo gasto para se alimentar de cada presa e´ menor
do que o per´ıodo de alimentac¸a˜o da fase em que o predador se encontra. Por esse motivo,
um predador necessita de diversos indiv´ıduos da espe´cie (presa) para o seu desenvolvimento
completo ou sua manutenc¸a˜o, causando a morte violenta de suas v´ıtimas.
1puramente-fuzzy: sem equac¸o˜es.
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Nesse tipo de relac¸a˜o e´ muito raro encontrar uma situac¸a˜o em que o inimigo natural
elimine totalmente sua presa. Se a presa for extinta na˜o havera´ alimento para o predador
numa ocasia˜o posterior. Dessa forma e´ de se esperar que a interac¸a˜o presa-predador convirja
para uma situac¸a˜o em que ambos coexistam. Normalmente, quando um predador e´ inserido
num sistema qualquer, seu ataque provoca diminuic¸a˜o do nu´mero de indiv´ıduos da populac¸a˜o
de presas. Apo´s um determinado tempo, esta diminuic¸a˜o na quantidade de alimento (=presas)
provoca uma queda no nu´mero de inimigos naturais presentes (=predadores). As poss´ıveis
causas da queda na populac¸a˜o de predadores sa˜o:
• diminuic¸a˜o no nu´mero de filhotes produzidos em func¸a˜o da baixa disponibilidade de
recursos para os progenitores; e/ou
• por aumento da mortalidade de predadores em func¸a˜o do aumento da competic¸a˜o intra-
espec´ıfica.
A consequeˆncia imediata da queda na populac¸a˜o de predadores e´ um aumento na populac¸a˜o
da presa, que agora seria menos pressionada por parte dos inimigos naturais. Esta dinaˆmica,
portanto, e´ caracterizada por oscilac¸o˜es concatenadas em ambas populac¸o˜es: predador e presa.
Mais interessante ainda, tais oscilac¸o˜es teˆm a seguinte propriedade: os picos populacionais da
presa ocorrera˜o sempre um certo tempo antes dos picos populacionais do inimigo natural.
A tendeˆncia geral, enta˜o seria que o sistema presa-predador atingisse um n´ıvel de equil´ıbrio
dinaˆmico, isto e´, o nu´mero de indiv´ıduos em cada populac¸a˜o permanece relativamente cons-
tante no tempo, embora a todo momento haja alguns indiv´ıduos nascendo e outros morrendo
em ambas as populac¸o˜es. Desta forma, na˜o e´ surpreendente encontrar presas e predadores
coexistindo numa mesma a´rea.
Diversos modelos com diferentes caracter´ısticas foram baseados nessas observac¸o˜es, para
va´rias populac¸o˜es, e as interac¸o˜es existentes entre elas.
Dentre os modelos matema´ticos para a interac¸a˜o presa-predador entre espe´cies, vamos
destacar o Modelo de Lotka-Volterra e o Modelo de Holling-Tanner.
Ale´m de fazer um estudo resumido dos modelos cla´ssicos, neste cap´ıtulo temos como ob-
jetivo desenvolver alguns modelos, utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy, para estabelecer
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a dinaˆmica da relac¸a˜o presa-predador. Os conceitos como taxa de predac¸a˜o e as pro´prias
varia´veis de estado (presa, predador) sa˜o incertos e formulados por meio de subconjuntos
fuzzy. A dinaˆmica entre as espe´cies e´ obtida por meio de uma base de regras fuzzy.
4.2 Modelo Presa-Predador Cla´ssico de Lotka-Volterra
Por volta de 1925, Lotka e Volterra desenvolveram um dos modelos matema´ticos de mais
largo uso e de destacada importaˆncia para este tipo de relac¸a˜o. Tal modelo e´ conhecido como
Modelo Presa-Predador de Lotka-Volterra.
O modelo criado por Volterra foi para explicar as alterac¸o˜es observadas nas populac¸o˜es de
pescadas e tubaro˜es no Mar Adria´tico, por ocasia˜o da paralisac¸a˜o devida a` 1a Guerra Mundial
e porterior retomada das atividades pesqueiras, quando do te´rmino da guerra.
Umberto D’Ancona, um bio´logo italiano, em 1926, fez um estudo estat´ıstico das popu-
lac¸o˜es de peixes no Mar Adria´tico. Observando dados anuais relativos ao per´ıodo 1914-23,
D’Ancona descobriu, estudando o volume de diferentes espe´cies de peixes capturados no Mar
Mediterraˆneo durante a 1a Guerra Mundial, que a porcentagem de peixes predadores (peixes
que se alimentam de outros peixes) - por exemplo, tubaro˜es e outros tipos de peixes, em geral,
na˜o indicados para consumo humano - tinha crescido significativamente, enquanto que a popu-
lac¸a˜o de peixes-presa havia diminu´ıdo. Apo´s a guerra essa situac¸a˜o se alterou, sugerindo que
essas espe´cies causaram flutuac¸o˜es quase perio´dicas em cada populac¸a˜o. Mais ainda, D’Ancona
observou que uma ascensa˜o na populac¸a˜o de presas esta´ seguida (com retardo) por uma
ascensa˜o na populac¸a˜o de predadores. Quando a populac¸a˜o de predadores e´ suficientemente
elevada, enta˜o a populac¸a˜o de presas comec¸a a cair. Depois que a populac¸a˜o de presas cai,
enta˜o a populac¸a˜o de predadores cai, o que permite que a populac¸a˜o de presas se recupere,
terminando um ciclo dessa interac¸a˜o.
Portanto, D’Ancona observou, para essas espe´cies, a existeˆncia de periodicidades inespe-
radas e, mais ainda, tais periodicidades estavam deslocadas no tempo umas com relac¸a˜o a`s
outras.
D’Ancona consultou Vito Volterra (1860 - 1940), matema´tico italiano, sobre a possibilidade
de se elaborar um modelo matema´tico que pudesse explicar o aumento de peixes predadores (e
82
a correspondente diminuic¸a˜o dos peixes-presa) que ele observou durante a 1a Guerra Mundial.
Em dois meses, Volterra produziu uma se´rie de modelos para interac¸a˜o entre duas ou mais
espe´cies.
Alfred James Lotka (1880-1949), biof´ısico nascido na A´ustria, desenvolveu, independente-
mente dos trabalhos de Volterra, muitos desses modelos estudando droso´filas.
Na equac¸a˜o de Lotka-Volterra, um processo de competic¸a˜o entre diferentes espe´cies e´ in-
clu´ıdo explicitamente. Essa competic¸a˜o e´ usualmente um fator importante na dinaˆmica de
populac¸o˜es (Gomes e Varriale [2001]).
O modelo presa-predador cla´ssico de Lotka-Volterra, que se tornou um paradigma da
Biomatema´tica, pressupo˜e que:
• tanto as presas como os predadores esta˜o distribu´ıdos uniformemente num mesmo habi-
tat, ou seja, todos os predadores teˆm a mesma chance de encontrar cada presa;
• o encontro de elementos das duas espe´cies seja ao acaso, a uma taxa proporcional ao
tamanho das duas populac¸o˜es, ja´ que quanto maior o nu´mero de presas, mais fa´cil sera´
encontra´-las e quanto mais predadores, mais alimento sera´ necessa´rio;
• a populac¸a˜o de presas x(t) cresce sem limite, exponencialmente, na auseˆncia dos preda-
dores;
• a taxa de mortalidade dos predadores, na auseˆncia das presas, e´ proporcional a sua
populac¸a˜o y(t) em cada instante (morte por falta de alimento);
• a populac¸a˜o de predadores e´ favorecida pela abundaˆncia de presas;
• a populac¸a˜o de presas e´ desfavorecida pelo aumento de predadores.
Estas hipo´teses (Bassanezi e Ferreira Jr. [1988]) sa˜o resumidas nas equac¸o˜es determin´ısticas
(4.1), denominadas Modelo de Lotka-Volterra:


dx
dt
= ax− αxy
dy
dt
= −by + βxy
(4.1)
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As varia´veis de estado x e y sa˜o, respectivamente, quantidade de presas e quantidade de
predadores em cada instante t. Os paraˆmetros sa˜o:
• a: taxa de crescimento da populac¸a˜o de presas na auseˆncia de predadores;
• α
β
e´ a eficieˆncia de predac¸a˜o, isto e´, a eficieˆncia de conversa˜o de uma unidade de massa
de presas em uma unidade de massa de predadores;
• b : taxa de mortalidade de predadores na auseˆncia de presas;
• o termo xy representa a chance de encontro entre presas e predadores (ambos uniforme-
mente distribu´ıdos no habitat).
As equac¸o˜es (4.1) descrevem o fenoˆmeno observado por D’Ancona, em particular, a exis-
teˆncia de oscilac¸o˜es das populac¸o˜es de presas e de predadores. Suponhamos que, no instante
inicial, a populac¸a˜o de presas x seja elevada; tal abundaˆncia de x permite que a espe´cie y
prolifere. Quando o nu´mero de de predadores, y, se torna muito grande, muitas presas x sera˜o
devoradas, fazendo com que a populac¸a˜o de x diminua, e implicando falta de nutrientes para
y. A taxa de mortalidade de y, sendo superior a` sua reproduc¸a˜o, faz com que sua populac¸a˜o
seja reduzida. Em compensac¸a˜o, as espe´cies x voltam a proliferar, acarretando o recomec¸o do
ciclo.
Ao analisarmos um sistema do tipo quase-linear (4.1) observamos nele a existeˆncia de dois
pontos cr´ıticos, ou seja, os pares de valores de x e y, que tornam as derivadas nulas, que
manteˆm o sistema em equil´ıbrio, sem alterac¸a˜o nos valores de x e y. Os dois pontos cr´ıticos
sa˜o: (0, 0) um ponto de sela insta´vel e
(
b
β
,
a
α
)
e´ um centro esta´vel (Ver Apeˆndice A).
O cara´ter c´ıclico das soluc¸o˜es explica as flutuac¸o˜es observadas experimentalmente por
D’Ancora em populac¸o˜es de presas e predadores.
4.3 Formulac¸a˜o do Modelo Presa-Predador P-Fuzzy
Na sec¸a˜o anterior apresentamos as hipo´teses de Lotka-Volterra que caracterizam um mo-
delo presa-predador, cujas trajeto´rias apresentam caracter´ısticas observadas por D’Ancona:
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1. A quantidade da populac¸a˜o de presas e a quantidade da populac¸a˜o de predadores teˆm
cara´ter oscilato´rio;
2. O crescimento na populac¸a˜o de presas e´ seguido (com retardo) por um aumento na
populac¸a˜o de predadores.
3. se a quantidade de predadores e´ baixa, enta˜o a quantidade de presas aumenta, ou seja,
dx
dt
> 0 quando y <
a
α
;
4. se a quantidade de predadores e´ alta, enta˜o a quantidade de presas diminui, ou seja,
dx
dt
< 0 quando y >
a
α
;
5. se a quantidade de presas e´ alta, enta˜o a quantidade de predadores aumenta, ou seja,
dy
dt
> 0 quando x >
b
β
;
6. se a quantidade de presas e´ baixa, enta˜o a quantidade de predadores diminui, ou seja,
dy
dt
< 0 quando x <
b
β
;
Considerando as observac¸o˜es acima, temos como objetivo elaborar uma base de regras fuzzy
que “substitua” as equac¸o˜es (4.1), para modelar a dinaˆmica entre as presas e os predadores,
a fim de estudar a evoluc¸a˜o destas populac¸o˜es no ambiente e da´ı construir um modelo presa-
predador (Peixoto et al. [2004b]).
Como no caso anterior, temos enta˜o, duas varia´veis de entrada - quantidade de presas x e
quantidade de predadores y - e duas varia´veis de sa´ıda - variac¸a˜o da quantidade de presas x′
e variac¸a˜o da quantidade de predadores y′.
Figura 4.1: Sistema baseado em Regras Fuzzy.
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Cada uma dessas varia´veis sera´ definida como um conjunto fuzzy, onde cada um dos
subconjuntos assumem os adjetivos:
x = {baixa, media1, media2, alta},
y = {baixa, media1, media2, alta},
x′ = {diminui muito, diminui, diminui pouco, aumenta pouco, aumenta, aumenta muito}
y′ = {diminui muito, diminui, diminui pouco, aumenta pouco, aumenta, aumenta muito}
No esquema acima (Figura 4.1), a base de conhecimentos e´ traduzida por um conjunto de
regras fuzzy que desempenham o papel de uma func¸a˜o matema´tica.
A partir das observac¸o˜es feitas no in´ıcio dessa sec¸a˜o, propomos a seguinte base de regras
fuzzy:
1. SE (x e´ baixa) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (y’ diminui)
2. SE (x e´ media1) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta muito) E (y’ diminui pouco)
3. SE (x e´ media2) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta muito) E (y’ aumenta pouco)
4. SE (x e´ alta) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (y’ aumenta)
5. SE (x e´ alta) E (y e´ media1) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ aumenta muito)
6. SE (x e´ alta) E (y e´ media2) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ aumenta muito)
7. SE (x e´ alta) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui) E (y’ aumenta)
8. SE (x e´ media2) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui muito) E (y’ aumenta pouco)
9. SE (x e´ media1) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui muito) E (y’ diminui pouco)
10. SE (x e´ baixa) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui) E (y’ diminui)
11. SE (x e´ baixa) E (y e´ media2) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui muito)
12. SE (x e´ baixa) E (y e´ media1) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ diminui muito)
13. SE (x e´ media1) E (y e´ media1) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ diminui pouco)
14. SE (x e´ media2) E (y e´ media1) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ aumenta pouco)
15. SE (x e´ media2) E (y e´ media2) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ aumenta pouco)
16. SE (x e´ media1) E (y e´ media2) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui pouco)
Por exemplo, na Regra 5 estamos supondo que a quantidade de presas, x, e´ alta e a
quantidade de predadores, y, e´ media1 (que equivale a me´dia baixa). Da´ı tanto a populac¸a˜o
x como a y tendem a aumentar, uma vez que muita presa implica em muita comida e na˜o
temos muitos predadores. A Regra 6 diz que x continua sendo alta e y e´ media2 (que equivale
a me´dia alta), enta˜o a populac¸a˜o de presas tende a diminuir, pois a populac¸a˜o de predadores
e´ quase alta e y tende a crescer, uma vez que ha´ muita comida. Se compararmos essas duas
regras, notamos que, enquanto a populac¸a˜o de presas pa´ra de crescer e comec¸a a diminuir,
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a populac¸a˜o de predadores continua aumentando, satisfazendo a observac¸a˜o de retardo de
crescimento da quantidade de predadores em relac¸a˜o as presas.
Agora cada um dos adjetivos “baixa”, “alta”, e´ modelado matematicamente por um con-
junto fuzzy atrave´s de sua func¸a˜o de pertineˆncia, de acordo com as espe´cies em estudo.
Para entendermos e simularmos a dinaˆmica, suponhamos por exemplo que x, y, x′ e y′
assumem os conjuntos fuzzy das Figura 4.2 e Figura 4.3.
Figura 4.2: Func¸o˜es de pertineˆncia das varia´veis de entrada x e y.
Figura 4.3: Func¸o˜es de pertineˆncia das varia´veis de sa´ıda x′ e y′.
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Utilizando o Me´todo de Infereˆncia de Mamdani e a defuzzificac¸a˜o do Centro de Gravidade,
vistos no Cap´ıtulo 2, obtemos as superf´ıcies dadas pela Figura 4.4 como soluc¸o˜es do sistema
fuzzy:
Figura 4.4: Superf´ıcies dadas pelo controlador: (a) x′ = x′(x, y), (b)y′ = y′(x, y).
Em cada instante t, o nu´mero de presas e de predadores e´ dado pelas fo´rmulas:


x(t) = x(t0) +
∫ t
t0
x′(s)ds
y(t) = y(t0) +
∫ t
t0
y′(s)ds
(4.2)
4.3.1 Resultados
Simulac¸o˜es das trajeto´rias produzidas pelo modelo fuzzy seguem os passos:
• Dados a populac¸a˜o inicial de presas x0 e a populac¸a˜o inicial de predadores y0, como
dados de entrada do controlador fuzzy;
• O controlador fuzzy fornece os valores das varia´veis de sa´ıda: x′1 e y′1;
• Por (4.2), encontramos x1 e y1;
• x1 e y1 sa˜o as varia´veis de entrada do controlador e assim sucessivamente.
88
Nas simulac¸o˜es nume´ricas realizadas procuramos observar a variac¸a˜o da quantidade de
presas e da quantidade de predadores. Para isso consideramos um nu´mero inicial x0 de presas
e um nu´mero inicial y0 de predadores. Assim, obtemos os valores das variac¸o˜es de x e y, ou
seja, x′ e y′. A partir destes dois u´ltimos valores, para obter x e y em cada iterac¸a˜o por (4.2)
fazemos:


x(ti+1) = x(ti) +
∫ ti+1
ti
x′(s)ds
y(ti+1) = y(ti) +
∫ ti+1
ti
y′(s)ds
(4.3)
Para resolver a integral acima utilizamos a Regra dos Trape´zios, ja´ que o sistema fuzzy
fornece x′ em cada iterac¸a˜o ti. Assim o sistema (4.3) passa a ser um sistema discreto:


x(ti+1) = x(ti) +
1
2
[x′(ti+1) + x
′(ti)]
y(ti+1) = y(ti) +
1
2
[y′(ti+1) + y
′(ti)]
(4.4)
Agora, utilizando (4.4) e sendo ti = t0 + i e t0 = 0, obtemos os valores de x e y, e assim
sucessivamente.
Podemos observar que os pontos de equil´ıbrio do exemplo dado pelo nosso modelo fuzzy
sa˜o: o ponto trivial (0, 0) e o ponto na˜o-trivial (77, 5; 3, 5), ilustrados na Figura 4.5 (um estudo
sobre equil´ıbrios de sistemas baseados em regras fuzzy esta´ sendo desenvolvido por J. Mendes
- IMECC - em sua tese de doutorado).
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Figura 4.5: Ponto de equil´ıbrio do sistema fuzzy dado pela intersecc¸a˜o das duas retas em vermelho.
A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais de presas e de predadores obtida a partir de
(4.4) ao longo do tempo para o modelo fuzzy, juntamente com o respectivo plano de fase, esta´
representada nas Figura 4.6 e Figura 4.7.
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Figura 4.6: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano de fase do
modelo fuzzy, para x0 = 80 e y0 = 3, 2.
Figura 4.7: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano de fase do
modelo fuzzy, para x0 = 100 e y0 = 3, 2.
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Queremos ressaltar que mesmo sem equac¸o˜es, conseguimos um plano de fase semelhante ao
do modelo discreto de Lotka-Volterra, uma vez que as curvas na˜o sa˜o fechadas (ver Apeˆndice
A), mante´m uma periodicidade, caracter´ıstica central dos modelos do tipo presa-predador.
A seguir plotamos as populac¸o˜es de presas e de predadores separadamente para que pos-
samos observar com mais clareza, na˜o so´ a questa˜o da periodicidade das soluc¸o˜es, mas tambe´m
o retardo da ascensa˜o da populac¸a˜o de predadores em relac¸a˜o a` populac¸a˜o de presas (Figura
4.8).
Figura 4.8: Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo do modelo fuzzy, para
x0 = 80 e y0 = 3, 2.
Neste momento julgamos interessante comparar o Modelo Presa-predador P-fuzzy com
o Modelo de Lotka-Volterra. Para isso, procuramos ajustar os paraˆmetros do sistema de
equac¸o˜es (4.1) para o novo modelo obtido.
Primeiramente, substitu´ımos o ponto de equil´ıbrio dado por Pe = (77, 5; 3, 5) no sistema
de equac¸o˜es (4.1). Ainda nas equac¸o˜es (4.1), substitu´ımos algumas soluc¸o˜es (x, y) dadas pelo
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modelo fuzzy e assim, ajustamos os paraˆmetros e chegamos ao seguinte sistema de equac¸o˜es
discretas:


x(ti+1) = x(ti)− 77, 5 ∗ a ∗ (y(ti)− 3, 5)
y(ti+1) = y(ti) + 3, 5 ∗ 0, 0012 ∗ (x(ti)− 77, 5)
(4.5)
onde a = −1, 999 ∗ 10−9 ∗ (x40) + 6, 68 ∗ 10−7 ∗ (x30)− 7, 6 ∗ 10−5 ∗ x20 + 0, 0034 ∗ x0 − 0, 04394,
x0 e´ a quantidade inicial de presas e y0 e´ a quantidade inicial de predadores.
Nas Figura 4.9 e Figura 4.10 fazemos dois exemplos de ajuste dos dois modelos, cuja
diferenc¸a esta´ apenas nas condic¸o˜es iniciais.
Figura 4.9: Exemplo 1: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano
de fase do modelo fuzzy, para x0 = 100 e y0 = 3, 2.
Notamos que, a partir da curva no plano de fase obtida atrave´s do modelo fuzzy, con-
seguimos ajustar a curva de forma a encontrar os paraˆmetros adequados para o modelo de-
termin´ıstico. Lembremos que os paraˆmetros especificamente na˜o sa˜o dispon´ıveis e que so´
conseguimos obteˆ-los a partir do modelo fuzzy.
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Figura 4.10: Exemplo 2: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano
de fase do modelo fuzzy, para x0 = 80 e y0 = 3, 2.
Neste momento julgamos oportuno observar uma ana´lise do realismo do modelo de Lotka-
Volterra. De acordo com Murray [1989], as soluc¸o˜es dadas por esse modelo na˜o sa˜o estrutural-
mente esta´veis. Qualquer perturbac¸a˜o pequena sobre uma trajeto´ria no plano de fase movera´
a soluc¸a˜o para uma outra trajeto´ria que na˜o permanecera´ pro´xima dela para todo t. Assim,
uma pequena perturbac¸a˜o pode ocasionar grandes modificac¸o˜es, pelo menos na amplitude das
oscilac¸o˜es.
Edelstein-Keshet [1988] sugere que fac¸amos uso desse modelo junto com pequenas al-
terac¸o˜es no sistema (4.1), para entendermos os efeitos que tais mudanc¸as ocasionam na esta-
bilidade do ponto de equil´ıbrio. Dessa forma, propomos algumas alterac¸o˜es.
4.3.2 Modelo presa-predador p-fuzzy com inibic¸a˜o
Vamos considerar hipo´teses que na˜o foram contempladas ate´ aqui, como por exemplo o
valor ma´ximo sustenta´vel, ou seja, ao inve´s de considerarmos um crescimento de Malthus na
populac¸a˜o de presas, vamos adotar um crescimento de Verhulst, onde a capacidade suporte e´
levada em conta.
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Isto ocasiona uma alterac¸a˜o na base de regras fuzzy. Assim, temos uma nova base de
regras dada por:
1. SE (x e´ baixa) E (y e´ baixa) ENTA˜O (xlinha aumenta muito) E (ylinha diminui pouco)
2. SE (x e´ media1) E (y e´ baixa) ENTA˜O (xlinha aumenta) E (ylinha diminui pouco)
3. SE (x e´ media2) E (y e´ baixa) ENTA˜O (xlinha aumenta) E (ylinha aumenta)
4. SE (x e´ alta) E (y e´ baixa) ENTA˜O (xlinha aumenta pouco) E (ylinha aumenta muito)
5. SE (x e´ alta) E (y e´ media1) ENTA˜O (xlinha aumenta pouco) E (ylinha aumenta)
6. SE (x e´ alta) E (y e´ media2) ENTA˜O (xlinha diminui) E (ylinha aumenta pouco)
7. SE (x e´ alta) E (y e´ alta) ENTA˜O (xlinha diminui muito) E (ylinha aumenta pouco)
8. SE (x e´ media2) E (y e´ alta) ENTA˜O (xlinha diminui) E (ylinha aumenta pouco)
9. SE (x e´ media1) E (y e´ alta) ENTA˜O (xlinha diminui) E (ylinha diminui pouco)
10. SE (x e´ baixa) E (y e´ alta) ENTA˜O (xlinha diminui pouco) E (ylinha diminui muito)
11. SE (x e´ baixa) E (y e´ media2) ENTA˜O (xlinha diminui) E (ylinha diminui)
12. SE (x e´ baixa) E (y e´ media1) ENTA˜O (xlinha aumenta) E (ylinha diminui pouco)
13. SE (x e´ media1) E (y e´ media1) ENTA˜O (xlinha aumenta pouco) E (ylinha diminui pouco)
14. SE (x e´ media2) E (y e´ media1) ENTA˜O (xlinha aumenta pouco) E (ylinha aumenta pouco)
15. SE (x e´ media2) E (y e´ media2) ENTA˜O (xlinha diminui pouco) E (ylinha aumenta pouco)
16. SE (x e´ media1) E (y e´ media2) ENTA˜O (xlinha diminui pouco) E (ylinha diminui pouco)
Repetimos todos os passos feitos anteriormente para o modelo fuzzy (lembrando, pore´m,
que com a nova base de regras), considerando os mesmos conjuntos fuzzy para as varia´veis de
entrada e de sa´ıda, e obtemos a nova soluc¸a˜o dada pelas superf´ıcies da Figura 4.11
Figura 4.11: Superf´ıcies dadas pelo controlador: (a) x′ = x′(x, y), (b) y′ = y′(x, y).
Os resultados obtidos atrave´s de simulac¸o˜es foram trajeto´rias no plano de fase convergindo
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para um ciclo limite. Continuamos com os mesmos dois pontos de equil´ıbrio: (0, 0) e (77, 5; 3, 5).
Entretanto, (77, 5; 3, 5) agora e´ um no´ insta´vel (ilustrado nas Figuras 4.12 e 4.13) e na˜o mais
um centro, como no modelo cla´ssico de Lotka-Volterra.
E´ poss´ıvel constatar que uma pequena alterac¸a˜o na base de regras ocasionou uma mudanc¸a
na estabilidade do sistema tanto em relac¸a˜o ao modelo cla´ssico como em relac¸a˜o ao modelo
fuzzy (uma vez que o modelo fuzzy mante´m a mesma estrutura c´ıclica do cla´ssico).
Figura 4.12: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano de fase do
modelo fuzzy para x0 = 110 e y0 = 2.
Figura 4.13: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano de fase do
modelo fuzzy, para x0 = 100 e y0 = 3, 2.
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Existem modelos mais amplos que levam em conta a variac¸a˜o da resposta funcional con-
forme a espe´cie.
O nu´mero de presas atacadas pelo predador em func¸a˜o de sua densidade e´ conhecido como
resposta funcional. Holling [1959] classificou-a em treˆs categorais (ver Figura 4.14): Tipo I
- caracterizada por um aumento linear ate´ um ma´ximo no nu´mero de presas ingeridas pelo
predador, a` medida que a densidade da presa aumenta (tipo peculiar em invertebrados e
algumas espe´cies de peixes); Tipo II - em que o nu´mero de presas atacadas pelo predador
aumenta rapidamente em virtude de uma maior disponibilidade de presas, aproximando-se
de um limiar (tipo peculiar em espe´cies com saturac¸a˜o bem pronunciada, como por exemplo,
moluscos); Tipo III - em que a resposta e´ sigmo´ide, aproximando-se de uma ass´ıntota superior
(tipo peculiar em vertebrados).
Figura 4.14: Os treˆs diferentes tipos de resposta funcional.
Na pro´xima sec¸a˜o vamos estudar o Modelo presa-predador de Holling-Tanner com resposta
funcional do tipo II (para invertebrados).
4.4 O Modelo Presa-Predador de Holling-Tanner
Considere o sistema presa-predador de Holling-Tanner:
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

dx
dt
= rx(1− x
K
)− mxy
D + x
dy
dt
= sy(1− hy
x
)
x(0) > 0, y(0) > 0
(4.6)
onde r,m, s, h,D,K > 0.
De acordo com Bassanezi [2002], neste modelo temos:
• a taxa de crescimento interespec´ıfica (func¸a˜o densidade-dependeˆncia) e´ a mesma taxa
do modelo log´ıstico para uma espe´cie isolada. Dessa forma, o crescimento das presas e´
inibido, tendo uma capacidade suporte igual a K na auseˆncia de predadores;
• a taxa de ataque (efeito dos predadores) e´ crescente em relac¸a˜o a` quantidade de presas,
aproximando-se de um limiar estaciona´rio;
• a capacidade suporte da populac¸a˜o de predadores e´ x
h
, isto e´, y deve ser menor que
x
h
para que a populac¸a˜o de predadores cresc¸a;
• m e´ o nu´mero ma´ximo de presas que podem ser capturadas por um predador em cada
unidade de tempo (taxa ma´xima de predac¸a˜o per capita);
• D e´ o nu´mero necessa´rio de presas para se atingir metade da taxa ma´xima m;
• h e´ uma medida da qualidade aliment´ıcia proporcionada pela presa para conversa˜o em
nascimento de predadores.
O sistema (4.6) assume que a populac¸a˜o de presas cresce logisticamente com taxa de
crescimento intr´ınseca r e capacidade suporte K na auseˆncia de predac¸a˜o. A populac¸a˜o de
predadores cresce com raza˜o intr´ınseca s e capacidade suporte proporcional ao tamanho da
populac¸a˜o de presas. Este modelo faz considerac¸o˜es sobre o efeito da predac¸a˜o na˜o estabele-
cidas no modelo cla´ssico de Lotka-Volterra. O modelo de Holling-Tanner e´ um importante e
interessante modelo de sistema presa-predador no sentido biolo´gico e matema´tico (Bassanezi
[2002]).
A estabilidade estrutral do modelo dado pelas equac¸o˜es (4.6) e´ dada por:
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1. se o ponto cr´ıtico esta´ a` direita do ma´ximo da iso´clina de presas, ele e´ um foco esta´vel,
para todos os valores de
s
r
.
2. Se o ponto cr´ıtico esta´ a` esquerda do ma´ximo da iso´clina de presas, temos duas possi-
bilidades:
• e´ um foco esta´vel se s
r
e´ maior que o valor limitado dado por
rh
m
;
• e´ foco de um ciclo limite se s
r
e´ menor que o valor limitado dado por
rh
m
.
O estudo da estabilidade estrutural do modelo de Holling-Tanner pode ser visto no Apeˆndice
B.
Uma ana´lise detalhada da estabilidade do Modelo de Holling-Tanner pode ser encontrada
em Hsu e Huang [1995].
E´ de nosso interesse contemplar caracter´ısticas como capacidade suporte e resposta fun-
cional.
No pro´ximo modelo, uma nova base de regras e´ constru´ıda que contempla essas carac-
ter´ısticas.
4.5 Um modelo presa-predador p-fuzzy com resposta
funcional para invertebrados
Para o nosso novo modelo, temos tambe´m, duas varia´veis de entrada - quantidade de presas
e quantidade de predadores e duas varia´veis de sa´ıda - variac¸a˜o da quantidade de presas e
variac¸a˜o da quantidade de predadores.
Considerando agora as observac¸o˜es feitas no in´ıcio da sec¸a˜o (4.3), valor ma´ximo sustenta´vel
e resposta funcional, obtemos uma nova base de regras fuzzy:
1. SE (x e´ muito baixa) E (y e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta muito) E (y’ diminui muito)
2. SE (x e´ baixa) E (y e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta muito) E (y’ aumenta pouco)
3. SE (x e´ media baixa) E (y e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (y’ aumenta)
4. SE (x e´ alta) E (y e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ aumenta muito)
5. SE (x e´ muito alta) E (y e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ diminuipouco) E (y’ aumenta muito)
6. SE (x e´ muito alta) E (y e´ media baixa) ENTA˜O (x’ diminui) E (y’ aumenta)
7. SE (x e´ muito alta) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui muito) E (y’ aumenta pouco)
8. SE (x e´ alta) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui muito) E (y’ aumenta)
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9. SE (x e´ media) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui) E (y’ diminui pouco)
10. SE (x e´ media baixa) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui)
11. SE (x e´ baixa) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui muito)
12. SE (x e´ muito baixa) E (y e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui muito)
13. SE (x e´ muito baixa) E (y e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui)
14. SE (x e´ muito baixa) E (y e´ media baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui)
15. SE (x e´ muito baixa) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui pouco)
16. SE (x e´ baixa) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ diminui pouco)
17. SE (x e´ media baixa) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (y’ aumenta pouco)
18. SE (x e´ media) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ aumenta)
19. SE (x e´ alta) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ aumenta)
20. SE (x e´ baixa) E (y e´ media baixa) ENTA˜O (xlinha diminui pouco) E (y’ diminui)
21. SE (x e´ media baixa) E (y e´ media baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui pouco)
22. SE (x e´ media) E (y e´ media baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ aumenta pouco)
23. SE (x e´ alta) E (y e´ media baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (y’ aumenta)
24. SE (x e´ baixa) E (y e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ diminui)
25. SE (x e´ media baixa) E (y e´ media) ENTA˜O (x’ diminui) E (y’ diminui pouco)
26. SE (x e´ media) E (y e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ aumenta pouco)
27. SE (x e´ alta) E (y e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ aumenta pouco)
28. SE (x e´ muito alta) E (y e´ baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (y’ aumenta)
29. SE (x e´ muito alta) E (y e´ media) ENTA˜O (x’ diminui) E (y’ aumenta)
30. SE (x e´ media) E (y e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (y’ aumenta muito)
Para que possamos simular o modelo fuzzy, vamos adotar as func¸o˜es de pertineˆncia dadas
pelas Figuras 4.15 a 4.18 para as varia´veis x, y, x′ e y′, respectivamente. As func¸o˜es de
pertineˆncia sa˜o dos tipos triangulares ou trapezoidais.
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Figura 4.15: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de entrada x.
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Figura 4.16: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de entrada y.
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Figura 4.17: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de sa´ıda x′.
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Figura 4.18: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de sa´ıda y′.
Utilizando o Me´todo de Infereˆncia de Mamdani e a defuzzificac¸a˜o do Centro de Gravidade,
obtemos as superf´ıcies dadas pela Figura 4.19 como soluc¸o˜es do sistema:
Figura 4.19: Superf´ıcies dadas pelo controlador: (a) x′ = x′(x, y), (b) y′ = y′(x, y).
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4.5.1 Resultados
Analogamente ao que foi feito para o modelo fuzzy anterior, nas simulac¸o˜es nume´ricas
realizadas, procuramos observar a variac¸a˜o da quantidade de presas e da quantidade de
predadores. Iniciamos as simulac¸o˜es com um nu´mero inicial x0 de presas e um nu´mero inicial
y0 de predadores, escolhidos aleatoriamente. Atrave´s do controlador fuzzy, obtemos os valores
das variac¸o˜es de x e y, ou seja, x′ e y′. Com esses dois u´ltimos valores, para obter x e y em
cada iterac¸a˜o utilizamos as equac¸o˜es (4.4) e sendo ti = t0 + i e t0 = 0, obtemos os valores de
x e y, e assim sucessivamente.
A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais de presas e de predadores obtida a partir de
(4.4) ao longo do tempo para o modelo fuzzy, juntamente com o respectivo plano de fase, esta´
representada nas Figura 4.20 e Figura 4.21, que diferem apenas nas condic¸o˜es iniciais.
Figura 4.20: Exemplo 1: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano
de fase do modelo fuzzy, para x0 = 60 e y0 = 40.
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Figura 4.21: Exemplo 2: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano
de fase do modelo fuzzy para x0 = 40 e y0 = 60.
Queremos ressaltar que, mesmo sem equac¸a˜o, conseguimos um plano de fase onde as
trajeto´rias convergem para um ciclo limite. Portanto, e´ poss´ıvel, atrave´s de uma base de regras,
modelar a dinaˆmica presa-predador sem o uso de equac¸o˜es diferenciais expl´ıcitas, utilizando
hipo´teses naturais da interac¸a˜o entre as espe´cies envolvidas e o aux´ılio de especialistas que se
faz necessa´rio para compor as func¸o˜es de pertineˆncia adequadas a cada espe´cie.
Consideramos a utilizac¸a˜o da teoria dos conjuntos fuzzy uma grande contribuic¸a˜o na cons-
truc¸a˜o de modelos matema´ticos, principalmente nesses casos onde muitos dos paraˆmetros das
equac¸o˜es diferenciais na˜o sa˜o dispon´ıveis.
Queremos ainda destacar que modelos baseados em regras fuzzy manteˆm as mesmas ca-
racter´ısticas dos modelos determin´ısticos cla´ssicos, como pudemos comprovar neste cap´ıtulo,
ou seja, tanto modelos determin´ısticos como modelos baseados em regras fuzzy representam
de forma ana´loga, a interac¸a˜o presa-predador entre espe´cies, pois, qualitativamente, eles sa˜o
similares.
Entendemos como conveniente neste ponto do trabalho mostrar algumas vantagens do uso
de modelos baseados em regras fuzzy em relac¸a˜o aos determin´ısticos, o que consideramos
contribuic¸o˜es dadas por este trabalho:
• muitos dos paraˆmetros das equac¸o˜es diferenciais de sistemas do tipo presa-predador na˜o
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sa˜o dispon´ıveis e muitas vezes ha´ dificuldade de se analisar tais sistemas;
• no modelo fuzzy utilizamos uma base de regras fuzzy em vez dos sistemas dados por
equac¸o˜es, eliminando o problema da dificuldade de se obter paraˆmetros; esses paraˆmetros
podem ser obtidos, caso se deseje, atrave´s de um ajuste de curvas a partir de soluc¸o˜es
encontradas pelo modelo baseado em regras fuzzy;
• os conjuntos de entrada e sa´ıda do controlador podem ser facilmente constru´ıdos com o
aux´ılio de especialistas da a´rea, ou seja, um especialista sabera´ dizer quando a populac¸a˜o
de uma determinada espe´cie e´ baixa, alta, e assim por diante.
• acreditamos que este e´ o caminho para investigar um modelo evolutivo em que a comple-
xidade na interac¸a˜o entre presas e predadores na˜o pode ser representada explicitamente
por func¸o˜es matema´ticas.
Com o objetivo de criar um modelo mais realista poss´ıvel que representa a dinaˆmica
entre pulgo˜es e joaninhas na citricultura, no pro´ximo cap´ıtulo vamos utilizar o modelo fuzzy
elaborado a partir das hipo´teses do tipo Holling-Tanner.
4.6 Resumo
Nesse cap´ıtulo tratamos de alguns modelos cla´ssicos, dados por equac¸o˜es diferenciais, que
descrevem a dinaˆmica do tipo presa-predador e propomos treˆs modelos fuzzy para esse tipo
de interac¸a˜o onde incorporamos o valor ma´ximo sustenta´vel e a resposta funcional para inver-
tebrados.
No pro´ximo cap´ıtulo, utilizaremos o modelo fuzzy do tipo Holling-Tanner para descrever
a interac¸a˜o entre pulgo˜es e joaninhas em uma a´rvore c´ıtrica.
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Cap´ıtulo 5
Um Modelo Presa-Predador P-Fuzzy
em Citros: pulgo˜es e joaninhas
Temos como objetivo neste cap´ıtulo elaborar um modelo presa-predador que represente a
interac¸a˜o entre pulgo˜es (presa) e joaninhas (predador) na citricultura, utilizando para isso um
sistema baseado em regras fuzzy, com dinaˆmica do tipo Holling-Tanner, estudado no cap´ıtulo
anterior e compara´-lo com o modelo determin´ıstico cla´ssico de Holling-Tanner.
Os af´ıdeos possuem numerosos inimigos naturais nos reinos vegetal e animal, e por vezes,
papel decisivo no crescimento populacional das espe´cies. Os inimigos dos af´ıdeos com maior
interesse econoˆmico pertencem a` classe Insecta, classificando-se, de acordo com o modo como
atuam, em parasito´ides e predadores. Dentre os predadores dos af´ıdeos dos citros no Brasil,
destaca-se a joaninha Cycloneda sanguinea (Borror e DeLong [1970]).
No Cap´ıtulo 3, estudamos os pulgo˜es - como vivem, se reproduzem e os danos que podem
causar a`s culturas. Na pro´xima sec¸a˜o vamos conhecer um pouco mais sobre as joaninhas.
5.1 As joaninhas
Os insetos predadores sa˜o eficientes agentes no controle de artro´pode-praga, atuando di-
retamente sobre ele e alimentando-se de parte ou de todo o corpo da presa. Nesse contexto,
inu´meras espe´cies da famı´lia Coccinellidae sa˜o predadoras, auxiliando na regulac¸a˜o da popu-
lac¸a˜o de insetos-praga em muitas culturas (Santa-Cec´ılia et al. [2001]).
As joaninhas, como sa˜o vulgarmente conhecidas, sa˜o importantes predadores de pragas
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agr´ıcolas, tais como: af´ıdeos, cochonilhas e a´caros. Encontram-se nos mais variados ambientes,
totalizando cerca de 5000 espe´cies conhecidas no mundo (Macedo et al. [2004]).
Em func¸a˜o do seu ha´bito alimentar predato´rio, e tambe´m da grande gama de insetos e
a´caros por elas predados, sa˜o consideradas eficientes agentes de controle biolo´gico. A ac¸a˜o
de tais predadores e´ bastante frequ¨ente, atuando no que e´ denominado Controle Natural. A
maioria dos levantamentos de joaninhas em frut´ıferas no Estado de Sa˜o Paulo e´ realizada em
citros, onde sua ac¸a˜o e´ comprovadamente efetiva (Macedo et al. [2004]). Esta descoberta tem
estimulado o interesse na Cycloneda sanguinea como poss´ıvel agente de controle biolo´gico de
pulgo˜es em citros.
Entre esse grupo de predadores, a joaninha Cycloneda sanguinea (Linnaeus, 1763), perten-
cente a` Ordem Coleoptera e Famı´lia Coccinelidae e´ comumente observada em va´rias culturas,
como e´ o caso da citricultura. No Brasil, a Cycloneda sanguinea e´ comumente observada
alimentando-se, principalmente, de af´ıdeos.
De acordo com Hodek [1973], os coccinel´ıdeos apresentam grande atividade de busca,
ocupando todos os ambientes de suas presas, ale´m de serem muito vorazes, o que os caracteriza
como eficientes predadores, principalmente de af´ıdeos. A ocorreˆncia natural de larvas e adultos
de coccinel´ıdeos durante o per´ıodo de infestac¸a˜o de pulgo˜es em plantas cultivadas e´ importante
no controle desses insetos, diminuindo as suas populac¸o˜es e reduzindo os danos causados.
Em Macedo et al. [2004] encontramos as fases do desenvolvimento da joaninha com suas
respectivas fotos:
Figura 5.1: Ovos de Cycloneda sanguinea. Fonte: Macedo et al. [2004].
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• Ovos: geralmente ovalados e amarelos. O nu´mero e´ varia´vel, em massas de 5 a 15
ovos, normalmente, que sa˜o fixados no substrato por uma substaˆncia viscosa, oriunda
do ovipositor. Geˆneros de grande atividade, como Cycloneda, que predam pulgo˜es,
colocam seus ovos em grupos sobre a face inferior das folhas vizinhas a`s coloˆnias de
presa (Figura 5.1).
Figura 5.2: Larva de Cycloneda sanguinea predando pulgo˜es. Fonte: Macedo et al. [2004].
• Larvas: quando rece´m eclodidas, permanecem pro´ximas aos ovos por cerca de um dia,
alimentando-se de ovos invia´veis, ou mesmo consumindo larvas que eclodirem tardia-
mente. Apresentam 4 instares, sendo o u´ltimo de maior durac¸a˜o, corpo comprido mais
ou menos achatado, coberto por pequenos tube´rculos ou espinhos e pernas longas. Cami-
nham ativamente sobre as plantas procurando suas presas. Sa˜o geralmente encontradas
em coloˆnias de af´ıdeos (Figura 5.2).
• Pupas: quando irritadas na regia˜o da cabec¸a, tendem a se movimentar. A colorac¸a˜o
e´ influenciada por condic¸o˜es clima´ticas, tendendo a escurecer em temperaturas mais
baixas e em umidades mais elevadas (Figura 5.3).
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Figura 5.3: Pupa de Cycloneda sanguinea. Fonte: Macedo et al. [2004].
• Adultos: distinguem-se principalmente pela convexidade das asas anteriores. A maioria
das joaninhas e´ a´gil, de colorac¸a˜o varia´vel (laranja, vermelha, cinza, marrom-escura ate´
ocre), podendo apresentar ou manchas ou pontuac¸o˜es nas asas, tambe´m com colorac¸a˜o
varia´vel. A Cycloneda, de colorac¸a˜o preta com e´litros vermelhos brilhantes, com 5 mm de
comprimento, aproximadamente, corpo esfe´rico e dorso convexo e´ assim como as larvas,
predador voraz (Figura 5.4). As joaninhas copulam da maneira normal das famı´lias da
Ordem Coleoptera, com o macho usando as pernas anteriores para escalar os e´litros da
feˆmea, sendo carregado por ela durante o ato.
Figura 5.4: (a) Adulto de Cycloneda sanguinea predando pulgo˜es (Fonte: Macedo et al. [2004]); (b)
Adulto de Cycloneda sanguinea (Foto de D.N. Gassen).
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As joaninhas podem apresentar uma taxa l´ıquida de reproduc¸a˜o equivalente a 9,18 feˆmeas,
produzidas por uma feˆmea a cada semana. A taxa l´ıquida de reproduc¸a˜o e´ o nu´mero me´dio
de descendentes feˆmeas que podera˜o se originar de um grupo de feˆmeas durante a vida, se
elas obedecerem a um modelo fixo de taxas de idade e morte espec´ıficas, expressando assim a
taxa de crescimento da populac¸a˜o por gerac¸a˜o. A durac¸a˜o me´dia de uma gerac¸a˜o da joaninha
e´ de 3,31 semanas, enquanto que o tempo necessa´rio para as feˆmeas do predador dobrarem as
populac¸o˜es foi de 1,03 semana. A durac¸a˜o de uma gerac¸a˜o e´ o per´ıodo compreendido entre o
nascimento dos pais e o nascimento dos descendentes (Wanderley et al. [2002]).
Os aspectos relacionados a` biologia desse predador foram estudados em Santos e Pinto
[1981], verificando-se um per´ıodo me´dio para a fase larval de 9,3 dias; a pre´-pupa, que origina
machos ou feˆmeas, permanece em me´dia 1,7 dia nesse esta´gio; 3,4 dias para pupa e com
longevidade me´dia de aproximadamente 63 dias. Cada larva desse predador pode consumir
ate´ 200 pulgo˜es/dia e os adultos predam uma me´dia de 20 pulgo˜es/dia (Gravena [2003b]).
Apesar de Cycloneda sanguinea ser bastante comum, alguns aspectos da sua biologia sa˜o
ainda desconhecidos, como por exemplo, a capacidade predato´ria das larvas em func¸a˜o de
diferentes densidades de presas.
De acordo com Morales e Buranr Jr. [1985], o nu´mero de pulgo˜es predados por dia por
esta joaninha varia em proporc¸a˜o a densidade de af´ıdeos.
Em Andrade et al. [2002] avaliou-se a capacidade predato´ria da Cycloneda sanguinea,
alimentada com uma espe´cie de pulga˜o. O consumo total me´dio no 1o, 2o, 3o e 4o instar foi
2,33; 6,62; 13,24 e 53,62 pulgo˜es/joaninha, respectivamente. Diariamente a joaninha consumiu
1,88; 3,21; 6,93 e 14,54, pulgo˜es, respectivamente, no 1o, 2o, 3o e 4o ı´nstar. A presa adotada
propiciou bom desenvolvimento larval da joaninha, e como observado para a maioria das
espe´cies de coccinel´ıdeos, o consumo no quarto instar foi superior aos demais, representando,
70,73% do total predado.
Em Santa-Cec´ılia et al. [2001], o consumo me´dio de pulgo˜es variou em func¸a˜o do esta´gio
de desenvolvimento do predador. No 1o instar, foram predados, em me´dia, 27,8 ± 4,9 pulgo˜es,
passando para 75,1 ± 0,6 no 2o, 98,0 ± 12,7 no 3o e 408,5 ± 21,2 no 4o instar, perfazendo
um total de 609,4 ± 4,1 pulgo˜es consumidos durante a fase larval. No 4o instar, como a larva
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necessita de maior quantidade de nutrientes para transformac¸a˜o em pupa e consequ¨entemente
para a formac¸a˜o do adulto, a durac¸a˜o foi de 3,8 ± 0,4 dias e o nu´mero de pulgo˜es consumidos
foi maior. Na˜o houve diferenc¸as entre o nu´mero de pulgo˜es consumidos por machos e feˆmeas
e o peso das pupas tambe´m na˜o foi afetado pelo sexo do predador. A` excec¸a˜o do 2o instar,
verificou-se uma tendeˆncia de aumento na capacidade de predac¸a˜o das larvas com aumento
da densidade da presa, evidenciando uma resposta funcional em forma de ascensa˜o linear.
Para se ter uma ide´ia da eficieˆncia do sucesso de joaninhas no Controle Biolo´gico, vale
salientar que o caso de maior repercussa˜o, caracterizando o marco quanto ao uso desses
predadores, ocorreu na˜o com sua ac¸a˜o natural, mas atrave´s da importac¸a˜o de Rodolia cardi-
nalis, da Austra´lia, em 1889, para controlar a cochonilha Icerya purchasi, que estava destru-
indo os pomares c´ıtricos da Califo´rnia, EUA. Essa ac¸a˜o foi denominada de Controle Biolo´gico
Cla´ssico, que vem a ser, como relatado, a importac¸a˜o de um inimigo natural exo´tico, sua
criac¸a˜o e posterior liberac¸a˜o, com a finalidade de atuar sobre pragas que geralmente na˜o
dispo˜em de agentes eficientes para seu controle.
5.2 O Potencial de Predac¸a˜o
No sistema presa-predador, a estrutura de uma populac¸a˜o de predadores muda com o
passar do tempo e ha´ fases onde na˜o ocorre a predac¸a˜o. Como vimos, as joaninhas somente
predam pulgo˜es enquanto larvas e adultos. Ja´ os pulgo˜es sa˜o predados por seus inimigos
independentemente da fase da vida (Braga e Sousa-Silva [1999]) e a incorporac¸a˜o desta ca-
racter´ıstica no modelo e´ digna de estudo; consequ¨entemente, e´ tambe´m u´til na aplicac¸a˜o da
teoria da predac¸a˜o no controle biolo´gico.
Neste sec¸a˜o e´ de nosso interesse levar em conta as particularidades dos dados dispon´ıveis
bem como informac¸o˜es de especialistas de que, por exemplo, a “qualidade” dos predadores e´
de fundamental importaˆncia para desenvolver alguns modelos, utilizando teoria dos conjuntos
fuzzy, visando estabelecer a dinaˆmica da relac¸a˜o presa-predador, em especial a` relac¸a˜o pulgo˜es-
joaninhas.
A inclusa˜o da capacidade predato´ria do predador e da capacidade de fuga da presa sa˜o
fatores importantes para se compreender relacionamentos do tipo presa-predador.
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Fatos como este na˜o sa˜o considerados em modelos de predac¸a˜o simples, como por exemplo,
Lotka-Volterra e seus derivados.
Segundo Hsin e Yang [2003], modelos simples sa˜o inapropriados para estudar a relac¸a˜o
presa-predador, em que as populac¸o˜es envolvidas apresentam diferentes dinaˆmicas conforme
suas idades.
Como pulgo˜es sa˜o predados por seus inimigos independentemente da fase da vida (Braga
e Sousa-Silva [1999]), a populac¸a˜o das presas (pulgo˜es) na˜o sera´ subdividida, pois a qualidade
de ser presa, no sentido da facilidade para fugir de seus predadores, independe de sua idade.
As joaninhas somente predam pulgo˜es enquanto larvas e adultos, sendo que cada larva
desses predadores pode consumir ate´ 200 pulgo˜es/dia e os adultos predam uma me´dia de 20
pulgo˜es/dia (Gravena [2003b]). A populac¸a˜o de predadores enta˜o sera´ composta de larvas e
adultos e devemos distinguir, no modelo presa-predador, estas subpopulac¸o˜es com suas parti-
cularidades (Peixoto et al. [2005]).
De acordo com a informac¸a˜o acima, podemos considerar que os predadores sa˜o diferen-
ciados de acordo com sua forc¸a de predac¸a˜o, segundo uma func¸a˜o de pertineˆncia a` classe dos
predadores que aqui adotaremos,
Pyi =


1, se larva;
0, 1, se adulto
e o potencial de predac¸a˜o de uma populac¸a˜o de predadores como sendo Py = p1 +0.1 ∗ p2,
onde p1 e´ a quantidade de larvas da populac¸a˜o e p2 e´ a populac¸a˜o de adultos (Barros e
Bassanezi [2005]).
Desta forma, populac¸o˜es de mesmo tamanho podem ter diferentes potencialidades.
As varia´veis de estado sa˜o, portanto, quantidade de presas e potencial de predac¸a˜o.
Queremos ressaltar que o modelo de Lotka-Volterra (4.1) poderia ser adaptado para um
caso semelhante ao nosso, subdividindo-se a classe dos predadores em dois compartimentos.
Isto tornaria o modelo mais complexo, pois deveria aparecer uma equac¸a˜o diferencial para a
populac¸a˜o de larvas e outra para a de adultos.
Pensando num modelo mais geral, no sentido de que as subdiviso˜es da classe dos predadores
aumentasse indefinidamente, optamos por um modelo baseado em regras fuzzy, ao inve´s de
112
uma adaptac¸a˜o do modelo do tipo (4.1) que passaria a ter muitas equac¸o˜es, aumentando
consideravelmente a complexidade para um tratamento matema´tico.
Por exemplo, vamos supor que subdivid´ıssemos a populac¸a˜o de presas x em treˆs subpo-
pulac¸o˜es: filhotes Fx, adultos Ax e velhos/doentes Vx. Analogamente para a populac¸a˜o de
predadores y. Um modelo que envolva todas estas subpopulac¸o˜es com suas particularidades,
em relac¸a˜o ao processo presa-predador, isto e´, com 6 equac¸o˜es e 17 paraˆmetros, tem um
tratamento matema´tico muito complexo e com pouca chance de ser resolvido analiticamente.
Mesmo uma simulac¸a˜o nume´rica para tal modelo e´ complicada, pois muitos desses paraˆmetros
sa˜o dif´ıceis de serem avaliados empiricamente.
Nosso objetivo, na pro´xima sec¸a˜o, e´ estudar o processo presa-predador complexo, isto e´,
com populac¸o˜es diferenciadas, usando um sistema de base de regras que relacionem as varia´veis
de estado com suas variac¸o˜es.
5.3 Formulac¸a˜o do Modelo Presa-predador P-Fuzzy
Para o novo modelo, temos duas varia´veis de entrada - quantidade de presas x e potencial
de predac¸a˜o Py - e duas varia´veis de sa´ıda - variac¸a˜o da quantidade de presas x
′ e variac¸a˜o da
potencial de predac¸a˜o Py.
Da mesma forma como fizemos no cap´ıtulo anterior poder´ıamos considerar quantidade de
joaninhas. Pore´m, optamos pela varia´vel potencial de predac¸a˜o.
Utilizaremos a u´ltima base de regras do Cap´ıtulo 4, pore´m com a varia´vel Py ao inve´s de
y, ou seja:
1. SE (x e´ muito baixa) E (Py e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta muito)E (P
′
y
diminui muito)
2. SE (x e´ baixa) E (Py e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta muito) E (P
′
y
aumenta pouco)
3. SE (x e´ media baixa) E (Py e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (P
′
y
aumenta)
4. SE (x e´ alta) E (Py e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (P
′
y
aumenta muito)
5. SE (x e´ muito alta) E (Py e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ diminuipouco) E (P
′
y
aumenta muito)
6. SE (x e´ muito alta) E (Py e´ media baixa) ENTA˜O (x’ diminui)(P
′
y
aumenta)
7. SE (x e´ muito alta) E (Py e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui muito) E (P
′
y
aumenta pouco)
8. SE (x e´ alta) E (Py e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui muito) E (P
′
y
aumenta)
9. SE (x e´ media) E (Py e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui) E (P
′
y
diminui pouco)
10. SE (x e´ media baixa) E (Py e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui)
11. SE (x e´ baixa) E (Py e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui muito)
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12. SE (x e´ muito baixa) E (Py e´ alta) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui muito)
13. SE (x e´ muito baixa) E (Py e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui)
14. SE (x e´ muito baixa) E (Py e´ media baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui)
15. SE (x e´ muito baixa) E (Py e´ baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui pouco)
16. SE (x e´ baixa) E (Py e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (P
′
y
diminui pouco)
17. SE (x e´ media baixa) E (Py e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (P
′
y
aumenta pouco)
18. SE (x e´ media) E (Py e´ baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (P
′
y
aumenta)
19. SE (x e´ alta) E (Py e´ baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
aumenta)
20. SE (x e´ baixa) E (Py e´ media baixa) ENTA˜O (xlinha diminui pouco) E (P
′
y
diminui)
21. SE (x e´ media baixa) E (Py e´ media baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui pouco)
22. SE (x e´ media) E (Py e´ media baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (P
′
y
aumenta pouco)
23. SE (x e´ alta) E (Py e´ media baixa) ENTA˜O (x’ aumenta pouco) E (P
′
y
aumenta)
24. SE (x e´ baixa) E (Py e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
diminui)
25. SE (x e´ media baixa) E (Py e´ media) ENTA˜O (x’ diminui) E (P
′
y
diminui pouco)
26. SE (x e´ media) E (Py e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
aumenta pouco)
27. SE (x e´ alta) E (Py e´ media) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
aumenta pouco)
28. SE (x e´ muito alta) E (Py e´ baixa) ENTA˜O (x’ diminui pouco) E (P
′
y
aumenta)
29. SE (x e´ muito alta) E (Py e´ media) ENTA˜O (x’ diminui) E (P
′
y
aumenta)
30. SE (x e´ media) E (Py e´ muito baixa) ENTA˜O (x’ aumenta) E (P
′
y
aumenta muito)
Para construir as func¸o˜es de pertineˆncia para as varia´veis, utilizamos dados obtidos por
Braga e Sousa-Silva [1999] em seu trabalho.
Em Braga e Sousa-Silva [1999], com o objetivo de analisar a densidade de infestac¸a˜o por
af´ıdeos de laranjeira e a densidade e diversidade de seus predadores, foram realizadas 19
coletas. Para as coletas um sorteio era realizado com quatro a´rvores amostradas. De cada
a´rvore, foram retirados ramos, da porc¸a˜o mediana da planta, infestados por af´ıdeos. Foi feita
a contagem de pulgo˜es e de seus predadores. Os ramos coletados foram classificados em n´ıveis
segundo a densidade de infestac¸a˜o por af´ıdeos que apresentavam.
Assim, utilizamos esses n´ıveis de infestac¸a˜o por ramo de a´rvore para classificar cada um dos
adjetivos “baixa”, “alta”da varia´vel de entrada x (Figura 5.5) e a quantidade de predadores
encontrados nestes ramos avaliados para classificar analogamente a varia´vel de entrada Py
(Figura 5.6).
Ja´ as varia´veis de sa´ıda x′ e Py′ foram modeladas a partir de dados descritos nas sec¸o˜es
onde falamos sobre pulgo˜es (Cap´ıtulo 3) e joaninhas (sec¸a˜o 5.1) - Figuras 5.7 e 5.8.
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Figura 5.5: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de entrada x.
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Figura 5.6: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de entrada Py.
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Figura 5.7: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de sa´ıda x′.
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Figura 5.8: Func¸a˜o de pertineˆncia da varia´vel de sa´ıda P ′y.
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Utilizando o Me´todo de Infereˆncia de Mamdani e a defuzzificac¸a˜o do Centro de Gravidade,
vistos no Cap´ıtulo 2, obtemos as superf´ıcies dadas pelas Figuras 5.9 e 5.10 como soluc¸o˜es do
sistema.
Figura 5.9: Superf´ıcie dada pelo controlador: x′ = x′(x, Py).
Figura 5.10: Superf´ıcie dada pelo controlador: P ′y = P
′
y(x, Py).
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5.3.1 Resultados
Repetindo o mesmo procedimento feito ate´ aqui para as simulac¸o˜es nume´ricas do modelo
fuzzy, procuramos observar a variac¸a˜o da quantidade de presas e do potencial de predac¸a˜o.
Para isso consideramos a quantidade me´dia de pulgo˜es e joaninhas num ramo de laranjeira.
Iniciamos as simulac¸o˜es com um nu´mero inicial x0 de pulgo˜es e um nu´mero inicial Py0 de
potencial de predac¸a˜o num ramo da a´rvore, escolhido aleatoriamente.
A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais de presas e potencial de predac¸a˜o obtidos a
partir de


x(ti+1) = x(ti) +
1
2
[x′(ti+1) + x
′(ti)]
Py(ti+1) = Py(ti) +
1
2
[P ′y(ti+1) + P
′
y(ti)]
(5.1)
ao longo do tempo para o modelo fuzzy, juntamente com o respectivo plano de fase, esta˜o
representados nas Figuras 5.11 e 5.12, para diferentes condic¸o˜es iniciais.
Figura 5.11: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano de fase do
modelo fuzzy, para x0 = 110 e Py0 = 3, 2.
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Figura 5.12: (a) Evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais ao longo do tempo e (b) Plano de fase do
modelo fuzzy, para x0 = 100 e Py0 = 2, 3.
Novamente, queremos ressaltar que, mesmo sem equac¸a˜o, conseguimos um plano de fase
onde as trajeto´rias convergem para um ciclo limite.
Formulamos e simulamos um modelo presa-predador fuzzy que descreve a interac¸a˜o entre
pulgo˜es e joaninhas. Acreditamos que este seja mais “realista”, porque incorporamos, de
forma simplicada, e´ claro, a subjetividade com relac¸a˜o a` idade do predador e sua consequ¨ente
forc¸a de predac¸a˜o. Tambe´m consideramos as hipo´teses feitas no cap´ıtulo anterior quando
utilizamos o Modelo de Holling-Tanner.
Finalmente, gostar´ıamos de comparar o Modelo Presa-predador P-fuzzy com o Modelo de
Holling-Tanner. Para isso, procuramos ajustar os paraˆmetros do sistema dado por equac¸o˜es
diferenciais a partir do modelo obtido. Esta escolha se justifica, pois:
• A populac¸a˜o de pulgo˜es cresce logisticamente e um ramo de a´rvore possui capacidade
suporte na auseˆncia de predac¸a˜o.
• Para a populac¸a˜o de joaninhas o ramo possui capacidade suporte proporcional ao tama-
nho da populac¸a˜o de presas.
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• De acordo com Morales e Buranr Jr. [1985], o nu´mero de pulgo˜es predados por dia para
a Cycloneda sanguinea (adultos, machos e feˆmeas), corresponde a` resposta funcional do
Tipo II de Holling.
Figura 5.13: Func¸a˜o que representa um tipo peculiar de resposta funcional em invertebrados
(Svirezhev e Logofet [1983], Messenger et al. [1982]).
Consideremos novamente o sistema presa-predador de Holling-Tanner:


dx
dt
= rx(1− x
K
)− mxPy
D + x
dPy
dt
= sPy(1− hPy
x
)
x(0) > 0, Py(0) > 0
(5.2)
onde r,m, s, h,D,K > 0, sendo
• a taxa de crescimento interespec´ıfica (func¸a˜o densidade-dependeˆncia) e´ a mesma taxa
do modelo log´ıstico para uma espe´cie isolada. Desta forma, o crescimento das presas e´
inibido, tendo uma capacidade suporte igual a K na auseˆncia de predadores;
• a taxa de ataque (efeito dos predadores) e´ crescente em relac¸a˜o a` quantidade de presas,
aproximando-se de um valor limiar estaciona´rio;
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• a capacidade suporte da populac¸a˜o de predadores e´ x
h
, isto e´, Py deve ser menor que
x
h
para que a populac¸a˜o de predadores cresc¸a;
• m e´ o nu´mero ma´ximo de presas que podem ser capturadas por um predador em cada
unidade de tempo (taxa ma´xima de predac¸a˜o per capita);
• D e´ o nu´mero de presas necessa´rias para se atingir metade da taxa ma´xima m;
• h e´ uma medida da qualidade aliment´ıcia proporcionada pela presa para conversa˜o em
nascimento de predadores.
Neste momento fomos repetitivos, ao colocar novamente as hipo´teses em relac¸a˜o ao paraˆ-
metros do modelo. Esta repetic¸a˜o se faz necessa´ria para que o leitor na˜o tenha que se remeter
ao cap´ıtulo anterior para entender a estimativa de alguns paraˆmetros que faremos a seguir.
E´ necessa´rio notar que fizemos uma pequena modificac¸a˜o no sistema: no lugar da varia´vel
y, quantidade de predadores, colocamos a varia´vel Py, potencial de predac¸a˜o. Acreditamos
que esta troca seja natural, visto que Py e´ um valor nume´rico que representa a quantidade de
predadores, pore´m de forma qualitativa.
Alguns paraˆmetros conseguimos estimar:
• Como a joaninha adulta consome em me´dia 20 pulgo˜es por dia, enta˜o D = 10;
• A populac¸a˜o com mais de 200 pulgo˜es por ramo ja´ e´ considerada alta, por isso adotamos
a capacidade suporte da populac¸a˜o de presas como sendo K = 200;
• Considerando que o pulga˜o gera ate´ 5 novas ninfas por dia enquanto adulto, enta˜o
adotamos r = 2;
• Se a populac¸a˜o de joaninhas dobra em 1,03 semana e apenas as feˆmeas reproduzem,
supomos s = 0, 3.
Os demais paraˆmetros foram ajustados de acordo com dados (x, y) gerados pelo modelo
fuzzy, substituindo estes dados nas equac¸o˜es (5.2).
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Desta forma, chegamos ao seguinte sistema de equac¸o˜es:


dx
dt
= 2x
(
1− x
200
)
− 30, 625xPy
10 + x
dPy
dt
= 0, 3y
(
1− 22, 142857Py
x
)
x(0) > 0, Py(0) > 0
(5.3)
onde x e´ a quantidade de presas e Py e´ o potencial de predac¸a˜o.
Nas Figura 5.14 e 5.15 fazemos dois exemplos de ajuste para os dois modelos.
Figura 5.14: Plano de fase para x0 = 110 e Py0 = 3, 2
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Figura 5.15: Plano de fase para x0 = 100 e Py0 = 2, 3
Notemos que a partir da curva no plano de fase obtida atrave´s do modelo fuzzy foi poss´ıvel
ajustar a curva de forma a encontrar os paraˆmetros adequados para o modelo determin´ıstico.
A grande vantagem de se obter os paraˆmetros de equac¸o˜es diferenciais dadas por (5.2) e´ o
fato de que podemos fazer a ana´lise da estabilidade do sistema.
Ao analisarmos o sistema (5.3) buscamos inicialmente os pontos cr´ıticos do mesmo, ou
seja, os pares de valores de x e Py que tornam as derivadas nulas e manteˆm o sistema em
equil´ıbrio constante, sem alterac¸a˜o nos valores de x e Py. Verificamos que o sistema acima
temos um par poss´ıvel: (77, 5; 3, 5), que corresponde a populac¸o˜es constantes e na˜o-nulas de
presas e de predadores, respectivamente, que podem coexistir em equil´ıbrio.
E´ interessante que fac¸amos a ana´lise do que ocorre quando as populac¸o˜es iniciais x0 e
Py0 esta˜o muito pro´ximas destas populac¸o˜es cr´ıticas, ou seja (x, Py) e´ pro´ximo de (77, 5; 3, 5).
Com esta ana´lise verificamos a estabilidade do ponto cr´ıtico na˜o nulo.
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Vamos fazer a ana´lise de estabilidade do ponto cr´ıtico (77, 5; 3, 5) utilizando as observac¸o˜es
feitas no Apeˆndice B. Para isto precisamos das equac¸o˜es das iso´clinas que sa˜o dadas por:


Py =
2
30, 625
(10 + x)
(
1− x
200
)
Py =
x
22, 142857
(5.4)
iso´clinas da populac¸a˜o de presas e do potencial de predac¸a˜o, respectivamente, referente ao
sistema de equac¸o˜es (5.3), dadas pela Figura 5.16.
Figura 5.16: Iso´clinas.
O ma´ximo da iso´clina de presas esta´ em
K −D
2
= 95 > x∗ = 77, 5, (5.5)
e portanto, o ponto cr´ıtico esta´ a` direita do ma´ximo. Ainda,
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rh
m
= 1, 446 >
s
r
= 0, 15 (5.6)
Por (5.5) e (5.6), o ponto cr´ıtico (77, 5; 3, 5) e´ foco de um ciclo limite.
Para finalizar esta sec¸a˜o, conclu´ımos que, atrave´s de uma base de regras fuzzy, conseguimos
modelar a dinaˆmica pulgo˜es-joaninhas sem o uso de equac¸o˜es diferenciais expl´ıcitas, apenas
utilizando hipo´teses naturais da interac¸a˜o presa-predador e o aux´ılio de especialistas.
Consideramos a utilizac¸a˜o da teoria dos conjunto fuzzy uma grande contribuic¸a˜o na cons-
truc¸a˜o de modelos matema´ticos, principalmente nesses casos onde alguns dos paraˆmetros das
equac¸o˜es diferenciais na˜o sa˜o dispon´ıveis.
Estudamos a dinaˆmica populacional de pulgo˜es e joaninhas restrita a uma a´rvore. E´ de
nosso interesse estudar como se da´ a dispersa˜o desses insetos em um talha˜o de a´rvores c´ıtricas.
Para isso usaremos o conhecimento dispon´ıvel sobre o comportamento de pulgo˜es, joaninhas e
sobre a interac¸a˜o entre eles, com o objetivo de incorpora´-los parcimoniosamente a um modelo
de simulac¸a˜o com autoˆmatos celulares.
O modelo descreve basicamente o processo de dispersa˜o de pulgo˜es em um talha˜o de
laranjeiras, na presenc¸a do seu inimigo natural (joaninhas) e tambe´m a dispersa˜o de pulgo˜es
na auseˆncia de joaninhas, atrave´s da capacidade gra´fica e visual dessa classe de modelos.
5.4 Modelo de Autoˆmatos Celulares para estudar a dis-
persa˜o de Pulgo˜es x Joaninhas
O modelo proposto e´ discreto no sentido que o estado do sistema e´ representado por uma
matriz, ou equivalentemente, atribuindo valores para cada ce´lula de um reticulado plano com
coordenadas inteiras (Rodrigues [1998]).
O estado de cada ce´lula sera´ descrito por dois valores simultaˆneos, um representando a
densidade populacional de pulgo˜es e o outro a densidade populacional de predadores, dado
pelo seu potencial de predac¸a˜o. Portanto, o estado do sistema dinaˆmico no instante t sera´
descrito por duas matrizes que se atualizara˜o em paralelo no instante seguinte. Cada ce´lula
do reticulado representa a pro´pria planta, ou seja, uma a´rvore.
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Dentro de cada ce´lula ocorre a interac¸a˜o entre pulgo˜es e joaninhas, atrave´s da dinaˆmica
presa-predador dada pelo modelo baseado em regras fuzzy elaborado na sec¸a˜o anterior.
E´ conveniente lembrar que num talha˜o de a´rvores c´ıtricas, as plantas esta˜o uniformemente
distribu´ıdas em filas e colunas.
Para estabelecer as regras de movimentac¸a˜o algumas hipo´teses sa˜o necessa´rias:
• Contatos breves entre os corpos de a´pteros adultas favorecem a produc¸a˜o de maior
nu´mero de descendentes alados, ou seja, quando a populac¸a˜o de pulgo˜es atinge a sua
capacidade suporte e´ de se esperar que surjam pulgo˜es alados (Sousa e Silva [2001]).
• As formas aladas ira˜o constituir novas coloˆnias em outras plantas (Gallo et al. [1970]).
• Joaninhas sa˜o muito ineficientes na captura dos pulgo˜es, so´ percebendo a presenc¸a dos
mesmos quando muito pro´ximas de suas presas (Rodrigues [1998]).
e assim definimos as regras de movimentac¸a˜o dadas por:
1. E´ natural considerar que as joaninhas capturem pulgo˜es que estejam mais pro´ximos a
elas. A busca e´ feita inicialmente nas oito vizinhas imediatas ou vizinhanc¸a de raio 1.
Caso encontre pulgo˜es em uma dessas oito ce´lulas, a escolha e´ aleato´ria. Caso contra´rio,
a busca e´ feita para uma vizinhanc¸a de raio 2, e assim sucessivamente, ate´ que ela
encontre alimento.
2. Somente joaninhas adultas se movimentam entre ce´lulas.
3. Em ce´lulas superpovoadas surgem pulgo˜es alados que va˜o ocupar outras ce´lulas, de
acordo com a dinaˆmica de voˆo estabelecida pelo sistema baseado em regras fuzzy do
Cap´ıtulo 3, ou seja, de acordo com a forc¸a do vento.
O intervalo de tempo representa o passo discreto de tempo adotado, no nosso caso um dia.
O sistema enta˜o, e´ representado espacialmente atrave´s de um reticulado de ce´lulas que
interagem obedecendo as regras de mudanc¸a de estado colocadas acima.
A dinaˆmica do sistema como um todo depende desta interac¸a˜o entre as ce´lulas. Cada
ce´lula representa uma a´rvore, que pode estar em um entre treˆs estados: presenc¸a de pulgo˜es e
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auseˆncia de joaninhas (cor vermelha), presenc¸a de pulgo˜es e joaninhas (cor preta) e auseˆncia
de ambos (cor branca).
Nas simulac¸o˜es iniciais, as a´rvores com pulgo˜es, joaninhas ou ambos, sa˜o escolhidas aleato-
riamente. A quantidade inicial de insetos em cada a´rvore tambe´m e´ aleato´ria. O talha˜o e´
constitu´ıdo de 10x20 a´rvores dispostas homogeneamente.
A dispersa˜o das populac¸o˜es foram plotadas a cada 5 dias.
Simulac¸a˜o 1: Inicialmente temos a´rvores com pulgo˜es apenas e a´rvores com pulgo˜es e
joaninhas ao mesmo tempo. Foram feitas 95 iterac¸o˜es, sendo que o resultado esta´ representado
na Figura 5.17 a cada 5 iterac¸o˜es.
Figura 5.17: Presenc¸a do predador no talha˜o. Inicialmente: 3 a´rvores com pulgo˜es e 7 a´rvores com
pulgo˜es e joaninhas.
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Simulac¸a˜o 2: Neste exemplo realizamos duas simulac¸o˜es. Inicialmente, na primeira si-
mulac¸a˜o, uma a´rvore no talha˜o tem apenas pulgo˜es e na segunda simulac¸a˜o temos um a´rvore
com pulgo˜es e joaninhas no talha˜o. Foram feitas 95 iterac¸o˜es, sendo que os resultados esta˜o
representados nas Figuras 5.18 e 5.19, a cada 5 iterac¸o˜es.
Figura 5.18: Auseˆncia do predador no talha˜o. Inicialmente: 1 a´rvore com pulgo˜es.
Figura 5.19: Presenc¸a do predador no talha˜o. Inicialmente: 1 a´rvore com pulgo˜es e joaninhas.
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Simulac¸a˜o 3: Analogamente ao exemplo 2, realizamos duas simulac¸o˜es. Nas primeiras
cinco a´rvores no talha˜o ha´ apenas pulgo˜es e na segunda simulac¸a˜o temos as mesmas cinco
a´rvores com pulgo˜es e joaninhas no talha˜o. Foram feitas 95 iterac¸o˜es, sendo que os resultados
esta˜o representados nas Figuras 5.20 e 5.21, a cada 5 iterac¸o˜es.
Figura 5.20: Auseˆncia do predador no talha˜o.Inicialmente: 5 a´rvores com pulgo˜es.
Figura 5.21: Presenc¸a do predador no talha˜o. Inicialmente: 5 a´rvores com pulgo˜es e joaninhas.
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Simulac¸a˜o 4: Este u´ltimo exemplo e´ ana´logo ao exemplo 3, pore´m agora com 10 a´rvores
nas condic¸o˜es do exemplo anterior. Foram feitas 95 iterac¸o˜es, sendo que os resultados esta˜o
representados nas Figuras 5.22 e 5.23, a cada 5 iterac¸o˜es.
Figura 5.22: Auseˆncia do predador no talha˜o. Inicialmente: 10 a´rvores com pulgo˜es.
Figura 5.23: Presenc¸a do predador no talha˜o. Inicialmente: 10 a´rvores com pulgo˜es e joaninhas.
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A seguir vamos comparar graficamente, atrave´s de uma simulac¸a˜o, a diferenc¸a entre a
quantidade de a´rvores com pulgo˜es quando o predador esta´ ausente e quando esta´ presente
no talha˜o (Figura 5.24).
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Figura 5.24: Porcentagem de a´rvores com pulgo˜es na auseˆncia do predador e na presenc¸a do predador
no talha˜o.
Podemos perceber a diferenc¸a entre os resultados quando simulac¸o˜es sa˜o feitas em duas
situac¸o˜es diferentes: (a) apenas pulgo˜es no talha˜o, (b) pulgo˜es e joaninhas no talha˜o.
Conclu´ımos que a joaninha na˜o consegue eliminar toda a populac¸a˜o de pulgo˜es, alia´s, o que
e´ esperado em um modelo do tipo presa-predador, ate´ porque considera-se imposs´ıvel erradicar
uma populac¸a˜o de pulgo˜es, embora seja poss´ıvel controlar a velocidade de seu espalhamento,
o que fica claro quando comparamos as simulac¸o˜es feitas em cada exemplo e no gra´fico da
Figura 5.24.
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5.5 Resumo
Nesse cap´ıtulo, propomos um modelo presa-predador fuzzy com o objetivo de estabelecer
a dinaˆmica entre pulgo˜es e joaninhas em a´rvores c´ıtricas. A simulac¸a˜o desse modelo permite
encontrarmos os paraˆmetros de um sistema de equac¸o˜es no modelo determin´ıstico de Holling-
Tanner. Utilizamos o modelo determin´ıstico para fazer o estudo da estabilidade no ponto de
equil´ıbrio do sistema.
Estudamos a dinaˆmica populacional de pulgo˜es e joaninhas restrita a uma a´rvore. A partir
desse modelo estudamos como se da´ a dispersa˜o desses insetos em um talha˜o de a´rvores c´ıtricas.
Para isso, utilizamos um modelo de simulac¸a˜o com autoˆmatos celulares. O modelo descreve
basicamente o processo de dispersa˜o de pulgo˜es em um talha˜o de laranjeiras, na presenc¸a do
seu inimigo natural (joaninhas) e tambe´m a dispersa˜o de pulgo˜es na auseˆncia de joaninhas,
atrave´s da capacidade gra´fica e visual dessa classe de modelos.
No pro´ximo cap´ıtulo, iniciamos um estudo para investigar alguma pol´ıtica de controle da
doenc¸a.
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Cap´ıtulo 6
Te´cnicas de Controle
Alguns fatores, como a presenc¸a de artro´podes-praga, sa˜o limitantes a` citricultura. Desta-
camos o a´caro-da-leprose, a´caro-da-falsa-ferrugem, a´caro-branco, a´caro-purpu´reo, moscas-das-
frutas, lagarta-minadora, bicho-fura˜o, cigarrinhas-da-CVC; algumas cochonilhas como par-
dinha, parlato´ria-preta, parlato´ria, escama-farinha-de-tronco, e orte´zia, pulgo˜es, curculion´ı-
deos e coleobrocas.
No intuito de preservarem seus pomares, os produtores utilizam indiscriminadamente
agroto´xicos, que possuem efeitos adversos sobre a fauna bene´fica. Este fato acaba propi-
ciando um aumento populacional de pragas. Como consequ¨eˆncia da mortalidade dos inimigos
naturais, ha´ um preju´ızo no controle biolo´gico desses pomares.
A utilizac¸a˜o de predadores no controle de insetos diminui os impactos danosos que os
agroto´xicos causam ao meio ambiente, contribuindo para a produc¸a˜o de frutos sadios e na˜o
danosos a` sau´de humana e dos animais, ale´m de preservar espe´cies bene´ficas as plantas.
A ocorreˆncia constante de predadores em citros e´ importante no controle das pragas.
Contudo, no Brasil, a falta de informac¸o˜es a respeito da presenc¸a e ac¸a˜o de predadores naturais
em muitas culturas, tem evitado que esse potencial possa ser melhor empregado (Macedo et al.
[2004]).
A pergunta e´: como o controle qu´ımico e/ou o controle biolo´gico podem colaborar de forma
positiva no intuito de se conter a Morte Su´bita dos Citros?
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6.1 Controle da MSC
Envolve alguns riscos fazer afirmac¸o˜es para o controle ou a prevenc¸a˜o de uma doenc¸a cuja
causa ainda na˜o esta´ cientificamente comprovada. As recomendac¸o˜es para evitar o crescimento
da doenc¸a sa˜o baseadas no que foi observado ate´ agora durante pesquisas realizadas desde o
aparecimento da Morte Su´bita dos Citros.
• a medida mais importante e´ na˜o transportar mudas, borbulhas e cavalinhos das regio˜es
contaminadas para aquelas onde a doenc¸a ainda na˜o foi constatada. Este e´ um esforc¸o
para retardar a disseminac¸a˜o e ja´ e´ lei nos Estados de Sa˜o Paulo e Minas Gerais;
• evitar o plantio sobre limoeiro Cravo e Volkameriano;
• nas a´reas afetadas, recomenda-se a subenxertia com porta-enxertos tolerantes - tan-
gerineiras Cleo´patra, Sunki ou citrumelo Swingle - em a´rvores sobre limoeiro Cravo ou
Volkameriano. O subenxerto deve ser feito o mais cedo poss´ıvel;
• produzir e plantar mudas em diferentes porta-enxertos tolerantes;
• notificar o Fundecitrus sobre sintoma suspeito dentro da propriedade e ficar atento a`s
inspec¸o˜es do pomar.
A subenxertia tem sido a soluc¸a˜o ambiental imediata. Sua viabilidade te´cnica e eficieˆncia
sa˜o aceita´veis e existem resultados promissores na reduc¸a˜o do avanc¸o da doenc¸a na planta e
nos pomares. A decisa˜o de executar a subenxertia cabe ao produtor, que devera´ ponderar
sobre a viabilidade da pra´tica nas suas condic¸o˜es de clima, solo e disponibilidade de a´gua
para irrigac¸a˜o, pois os porta-enxertos que teˆm se mostrado tolerantes, sendo considerados
as melhores opc¸o˜es (citrumelo Swingle, tangerinas Sunki e Cleo´patra, Ponciru trifoliata) sa˜o
mais sens´ıveis a` seca que o limoeiro Cravo. Tambe´m devera´ levar em considerac¸a˜o que,
em plantas com sintomas severos, a eficieˆncia do me´todo e´ questiona´vel, o que faz com que
a subenxertia seja pouco recomenda´vel para pomares com nu´mero muito alto de plantas
severamente atacadas, principalmente quando a copa for de maturac¸a˜o tardia, como Natal e
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Valeˆncia, nas quais o avanc¸o da doenc¸a e´ mais ra´pido. A subenxertia so´ se recomenda em
pomares novos e em boas condic¸o˜es gerais.
Ha´ muitas du´vidas sobre como sera´ a sua produtividade. Muito se especula sobre isso, prin-
cipalmente com relac¸a˜o ao desempenho dos porta-enxertos recomendados frente a`s condic¸o˜es
de clima quente e chuvas irregulares da regia˜o onde a Morte Su´bita dos Citros e´ mais cruel e
onde, portanto, esta˜o sendo usados. De acordo com Stuchi e Silva [2004], a resposta, infeliz-
mente, so´ a pra´tica em grande escala ira´ mostrar.
Nas pro´ximas sec¸o˜es vamos comentar um pouco a respeito do controle qu´ımico para a
Morte Su´bita dos Citros.
6.2 Controle qu´ımico
Quando surge a praga, o homem e´ levado a` procura de meios que solucionem o problema a
curto prazo e o uso de inseticidas mais eficientes ao maior nu´mero de espe´cies tem sido a toˆnica
dos u´ltimos 30 anos no Brasil, principalmente apo´s o advento dos defensivos organossinte´ticos.
Atualmente, o controle de pragas e´ feito com o uso de inseticidas cujos efeitos colaterais,
tais como a contaminac¸a˜o de alimentos, de mananciais, do homem, do ar e do solo, sa˜o
conhecidos. A ressurgeˆncia de pragas num curto per´ıodo apo´s a aplicac¸a˜o do defensivo e´
um problema comum, e ocorre devido ao va´cuo bio´tico ocasionado pelo uso do inseticida. A
praga retorna livre de seus inimigos naturais, podendo desenvolver grandes populac¸o˜es (Braga
e Sousa-Silva [1999]).
Especialistas na a´rea da citricultura informam que:
• Em plantas novas (ate´ 3 anos) sa˜o usados inseticidas granulados sisteˆmicos no solo em
cobertura defensivo seletivo, que afeta tanto o pulga˜o como seu predador. Acredita-
se que a efica´cia seja de 100%. Como exemplo, podemos citar os inseticidas, Actara,
Winner e Tenik. Sa˜o considerados pouco to´xicos e matam os insetos por ingesta˜o;
• A cultura geralmente e´ submetida a pulverizac¸o˜es perio´dicas com acaricidas. Podemos
citar: Dimetoato CE (altamente to´xico), Ethion 500 (muito perigoso para o meio am-
biente), Decis 25CE (altamente perigoso para o meio ambiente). Sa˜o inseticidas com
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ac¸a˜o de contato, pertencentes ao grupo qu´ımico dos organofosforados. Os pulgo˜es de-
vem ser combatidos antes que as folhas da planta comecem a enrolar, porque sena˜o, a
pulverizac¸a˜o talvez na˜o afete os pulgo˜es dentro da folha. Estes produtos na˜o devem ser
aplicados na presenc¸a de ventos fortes (+ de 10 km/h), nem quando houver possibilidade
de ocorreˆncia de chuvas apo´s a aplicac¸a˜o.
Os agroˆnomos acreditam que podem obter excelentes resultados com pulverizac¸o˜es de
inseticidas, pore´m, na˜o garantem 100% de efica´cia. Isto quer dizer que pulverizac¸o˜es podem
na˜o eliminar todos os pulgo˜es do laranjal.
6.2.1 Controle qu´ımico para o modelo presa-predador p-fuzzy
A seguir vamos utilizar o modelo presa-predador p-fuzzy do Cap´ıtulo 5, sec¸a˜o 5.3, para
simular a aplicac¸a˜o de um inseticida e assim, antever seu efeito no crescimento populacional
da presa (pulga˜o) e do predador (joaninha) em um pe´ de laranja. A aplicac¸a˜o e´ discreta
(perio´dica) e proporcional ao nu´mero de insetos. Estamos supondo o custo fixo.
Simulac¸a˜o 6.1: Suponhamos uma laranjeira com um nu´mero x0 de pulgo˜es e um nu´mero
y0 de joaninhas em me´dia por ramo da planta. Suponhamos agora que seja aplicado, uma
u´nica vez, um inseticida com 80% de efica´cia, quando a populac¸a˜o de pulgo˜es esta´ alta, ou
seja, que mate pelo menos 80% dos insetos presentes na a´rvore.
136
Figura 6.1: Uma aplicac¸a˜o de veneno com efica´cia de 80% no instante em que a populac¸a˜o de pulgo˜es
esta´ alta.
Observando a Figura 6.1, a aplicac¸a˜o do veneno favorece a presa, pois apesar da queda
brusca na populac¸a˜o de pulgo˜es, ela se recupera rapidamente e e´ favorecida pela baixa quan-
tidade de joaninhas (predador).
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Simulac¸a˜o 6.2: Nas mesmas condic¸o˜es da Simulac¸a˜o 6.1, suponhamos agora que seja
aplicado um inseticida com 80% de efica´cia quando a populac¸a˜o de pulgo˜es e´ baixa.
Figura 6.2: Uma aplicac¸a˜o de veneno com efica´cia de 80% no instante em que a populac¸a˜o de pulgo˜es
esta´ baixa.
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Simulac¸a˜o 6.3: Nas mesmas condic¸o˜es iniciais da Simulac¸a˜o 6.1, suponha que seja apli-
cado uma u´nica vez o mesmo inseticida, pore´m agora quando a populac¸a˜o de presas esta´ em
ascensa˜o.
Figura 6.3: Uma aplicac¸a˜o de veneno com efica´cia de 80%, no instante em que a populac¸a˜o de
pulgo˜es esta´ em ascensa˜o.
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Simulac¸a˜o 6.4: Para finalizar, nas mesmas condic¸o˜es da Sumulac¸a˜o 6.1, suponhamos
agora que seja aplicado o inseticida, quando a populac¸a˜o de pulgo˜es esta´ em decl´ınio.
Figura 6.4: Uma aplicac¸a˜o de veneno com efica´cia de 80% no instante em que a populac¸a˜o de pulgo˜es
esta´ em decl´ınio.
Podemos perceber, nos gra´ficos, que a pulverizac¸a˜o de altas doses de agroto´xico eliminou
praticamente todos os predadores da a´rvore, e os pulgo˜es que sobraram tendem a se reproduzir
rapidamente na auseˆncia das joaninhas. Notamos que a populac¸a˜o de pulgo˜es atinge seu valor
ma´ximo sustenta´vel na a´rvore, algo que na˜o acontecia sem a aplicac¸a˜o de biocidas, uma vez
que as populac¸o˜es de presas e predadores estavam em equil´ıbrio. Na˜o notamos diferenc¸as
significativas quanto ao momento em que se aplicou o biocida.
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Conclu´ımos que e´ necessa´rio manter todo o tempo o nu´mero de pulgo˜es sob controle, pois
a transmissa˜o e´ ta˜o ra´pida que, mesmo que ele sugue uma planta tratada com inseticida, o
v´ırus passa para a planta. Enta˜o, para evitar a transmissa˜o, supo˜e-se que seja necessa´ria
pulverizac¸a˜o cont´ınua no pomar em brotac¸a˜o.
6.2.2 Controle qu´ımico cont´ınuo no modelo de Holling-Tanner
Consideremos o sistema presa-predador de Holling-Tanner. Se introduzirmos no modelo
a aplicac¸a˜o de biocida, ou seja, a aplicac¸a˜o constante de veneno em baixas quantidades, a
populac¸a˜o de presas decresce a uma taxa de Ex(t) e a populac¸a˜o de predadores decresce a
uma taxa de Ey(t), onde E e´ a eficieˆncia do veneno (“killrate”), traduzida pela sua quantidade
de aplicac¸a˜o.
Neste caso, o modelo e´ dado pelo sistema:


dx
dt
= rx
(
1− x
K
)
− mxy
D + x
− Ex
dy
dt
= sy
(
1− hy
x
)
− Ey
x(0) > 0, y(0) > 0
(6.1)
onde r,m, s, h,D,K,E > 0.
Vamos analisar o que esse novo fator (aplicac¸a˜o constante de veneno) acarreta ao sistema.
Inicialmente, vamos reescrever o sistema (6.1) na forma adimensional. Sejam,
t˜ = rt, x˜(t) =
x(t)
K
, y˜(t) =
my(t)
rK
,
δ =
s
r
, β =
sh
m
, a =
D
K
, e =
E
r
.
Enta˜o, o sistema (6.1) torna-se


dx˜
dt˜
= x˜(1− x˜− e)− x˜y˜
a+ x˜
= x˜g(x˜)− p(x˜)y˜,
dy˜
dt˜
= y˜
(
δ − β y˜
x˜
− e
)
,
x˜(0) > 0, y˜(0) > 0
(6.2)
com apenas quatro paraˆmetros a, δ, β, e positivos.
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Obviamente, E1 = (1−e, 0) e´ um equil´ıbrio de (6.2). Vamos encontrar o ponto de equil´ıbrio
positivo E∗ = (x˜∗, y˜∗) do sistema.
O ponto de equil´ıbrio E∗ = (x˜∗, y˜∗) e´ dado pelas soluc¸o˜es de dx˜
dt˜
= 0, dy˜
dt˜
= 0, isto e´,


x˜∗(1− x˜∗ − e)− x˜
∗y˜∗
a+ x˜∗
= 0
y˜∗
(
δ − β y˜
∗
x˜∗
− e
)
= 0
(6.3)
Da segunda equac¸a˜o do sistema temos que:
y˜∗ =
δ − e
β
x˜∗, (6.4)
uma vez que y˜(t) > 0 e como x˜(t) > 0,
1− x˜∗ − e− y˜∗
a+x˜∗
= 0,
a+ x˜∗ − ax˜∗ − (x˜∗)2 − ea− ex˜∗ − δ
β
x˜∗ = 0,
(x˜∗)2 +
[
1− a− e− a−
(
δ − e
β
)]
x˜∗ − (1− e)a = 0,
cuja soluc¸a˜o positiva e´ dada por
x˜∗ =
1− a− e−
(
δ − e
β
)
+
{[
1− a− e−
(
δ − e
β
)]2
+ 4(1− e)a
} 1
2
2
. (6.5)
Ana´lise de estabilidade dos pontos de equil´ıbrio
A matriz jacobiana A de (6.2) tem a forma
A =


∂f
∂x˜
∂f
∂y˜
∂g
∂x˜
∂g
∂y˜

 =


d
dx˜
(x˜g(x˜))− p′(x˜)y˜ −p(x˜)
β
(
y˜
x˜
)2
δ − 2βy˜
x˜
− e

 .
• Para E1 = (1− e, 0),
A(E1) =


d
dx˜
(x˜g(x˜))|x˜=1−e −p(1− e)
0 δ − e

 .
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detA(E1) = (−1− 3e)(δ − e) < 0, ja´ que δ = s
r
, e =
E
r
e s < E sempre.
Portanto, o equil´ıbrio E1 e´ um ponto de sela com o eixo-x positivo.
• Para E∗,
A(E∗) =


d
dx˜
(x˜g(x˜))|x˜=x˜∗ − p′(x˜∗)y˜∗ −p(x˜∗)
β
(
y˜∗
x˜∗
)2
δ − 2β y˜
∗
x˜∗
− e

 .
No´s reescrevemos
d
dx˜
(x˜g(x˜))|x˜=x˜∗ − p′(x˜∗)y˜∗ = p(x˜∗)h′(x˜∗),
onde h(x˜) =
x˜g(x˜)
p(x˜)
. Enta˜o,
A(E∗) =


p(x˜∗)h′(x˜∗) −p(x˜∗)
β
(
y˜∗
x˜∗
)2
δ − 2β y˜
∗
x˜∗
− e

 .
Como y˜∗ =
δ
β
x˜∗, temos
A(E∗) =

 p(x˜
∗)h′(x˜∗) −p(x˜∗)
(δ − e)2
β
−δ + e

 .
Os autovalores λ da matriz A(E∗) satisfazem
λ2 + λ(δ − e− p(x˜∗)h′(x˜∗)) + (δ − e)p(x˜∗)
(
(δ − e)
β
− h′(x˜∗)
)
= 0.
Enta˜o E∗ e´ localmente assintoticamente esta´vel se
δ − e− p(x˜∗)h′(x˜∗) > 0 (6.6)
e
δ − e
β
− h′(x˜∗) > 0 (6.7)
.
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Vamos analisar (6.6) e (6.7) com h(x˜) = (1− e− x˜)(a+ x˜). Enta˜o, (6.7) torna-se
y˜∗
x˜∗
− ((1− e− a)− 2x˜∗) > 0
ou
1
x˜∗
[(1− e− x˜∗)(a+ x˜∗)− ((1− e− a)− 2x˜∗)x˜∗] > 0,
que e´ automaticamente satisfeita.
A desigualdade (6.6) pode ser reescrita como segue:
P (x˜∗) > 0, (6.8)
onde
P (x˜) = 2x˜2 + (a+ δ + e− 1)x˜+ aδ > 0. (6.9)
Enta˜o, o ponto de equil´ıbrio E∗ = (x˜∗, y˜∗) de (6.2) e´ localmente assintoticamente esta´vel
se P (x˜∗) > 0, e E∗ e´ um foco insta´vel ou no´ se P (x˜∗) < 0.
Vamos dividir a condic¸a˜o P (x˜∗) em 2 casos:
Caso 1: P (x˜) ≥ 0, ∀x˜.
Note que de (6.8), P (x˜) ≥ 0, ∀x˜, se e somente se,
a+ δ + e ≥ 1 (6.10)
ou
a+ δ + e < 1 e (1− a− δ − e)2 − 8aδ ≤ 0 (6.11)
.
Caso 2:
a+ δ + e < 1 e (1− a− δ − e)2 − 8aδ > 0. (6.12)
Enta˜o, P (x˜) = 2(x˜− α1)(x˜− α2) onde
α1 =
1
4
[
1− a− δ − e−
√
(1− a− δ − e)2 − 8aδ
]
,
α2 =
1
4
[
1− a− δ − e+
√
(1− a− δ − e)2 − 8aδ
]
,
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0 < α1 < α2 < 1.
A condic¸a˜o (6.8) para estabilidade assinto´tica local pode ser reformulada por
α2 < x˜
∗ < 1 (6.13)
ou
0 < x˜∗ < α1. (6.14)
A condic¸a˜o de instabilidade para o ponto de equil´ıbrio E∗ e´
α1 < x˜
∗ < α2. (6.15)
Podemos agora resumir nossos resultados no seguinte teorema, cuja prova pode ser encon-
trada em Hsu e Huang [1995]:
Teorema 6.2.1. (i) Considere (6.10) ou (6.11). Enta˜o o ponto de equil´ıbrio E∗ = (x∗, y∗) e´
globalmente assintoticamente esta´vel no interior do primeiro quadrante.
(ii) Considere (6.12) e (6.13). Enta˜o a conclusa˜o de (i) e´ verdadeira.
(iii) Considere (6.12). Para β > 0 suficientemente pequeno, x˜∗ = x˜∗(β) e´ suficientemente
pro´xima de zero e (6.14) se verifica. Ale´m disso, a conclusa˜o de (i) e´ verdadeira para β > 0
suficientemente pequeno.
(iv) Considere (6.15). Enta˜o, existe um ciclo limite para (6.2).
Aplicac¸a˜o: No caso da interac¸a˜o entre pulgo˜es e joaninhas, como vimos no Cap´ıtulo 5, o
modelo presa-predador de Holling-Tanner com aplicac¸a˜o moderada e constante de biocidas e´
dado por


dx
dt
= 2x
(
1− x
200
)
− 30, 625xPy
10 + x
− Ex
dPy
dt
= 0, 3y
(
1− 22, 142857Py
x
)
− EPy
x(0) > 0, Py(0) > 0
(6.16)
Vamos utilizar o Teorema 6.2.1 para estudar a estabilidade do ponto de equil´ıbio do sistema
acima.
Tomando E = 0, 1, temos
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

dx
dt
= 2x
(
1− x
200
)
− 30, 625xPy
10 + x
− 0, 1x
dPy
dt
= 0, 3y
(
1− 22, 142857Py
x
)
− 0, 1Py
x(0) > 0, Py(0) > 0
(6.17)
Igualando as equac¸o˜es do sistema (6.17) a zero,


2x
(
1− x
200
)
− 30, 625xPy
10 + x
− 0, 1x = 0
0, 3Py
(
1− 22, 142857Py
x
)
− 0, 1Py = 0
(6.18)
verificamos que (190, 0) e (105, 76; 3, 18) sa˜o pontos de equil´ıbrio do sistema.
O ponto (190, 0) e´ um ponto de sela.
E´ interessante fazermos a ana´lise do que ocorre quando as populac¸o˜es iniciais x0 e Py0
esta˜o muito pro´ximas destas populac¸o˜es cr´ıticas, ou seja (x, Py) e´ pro´ximo de (105, 76; 3, 18).
Com esta ana´lise verificamos a estabilidade do ponto cr´ıtico na˜o nulo.
Para utilizar o Teorema 6.2.1 precisamos primeiramente encontrar os valores de α1 e α2.
Mas,
a+ δ = 0, 05 + 0, 15 = 0, 65 < 1
(1− a− δ − e)2 − 8aδ = 0, 5025 > 0
α1 =
1
4
[
1− a− δ − e−
√
(1− a− δ − e)2 − 8aδ
]
= 0, 0103
α2 =
1
4
[
1− a− δ − e+
√
(1− a− δ − e)2 − 8aδ
]
= 0, 3647
x˜∗ =
105, 76
200
= 0, 5288
ou seja, o sistema (6.17) satisfaz a condic¸a˜o (ii) do Teorema 6.2.1, e portanto o ponto de
equil´ıbrio (105, 76; 3, 18) e´ assintoticamente esta´vel.
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Comparando o sistema pulga˜o-joaninha de Holling-Tanner dado pelo sistema de equac¸o˜es
(5.3) com o sistema pulga˜o-joaninha com aplicac¸a˜o de veneno dado pelas equac¸o˜es (6.17),
observac¸o˜es importantes podem ser feitas:
• Houve um deslocamento do ponto de equil´ıbrio de (77, 5; 3, 5) para (105, 76; 3, 18). Isto
implica que uma aplicac¸a˜o moderada e constante de veneno (E < s) faz crescer a
populac¸a˜o de pulgo˜es e decrescer a de joaninhas no estado de equil´ıbrio (veja Figuras
6.5 a 6.7).
• A estabilidade do ponto de equil´ıbrio foi alterada. Enquanto o sistema de equac¸o˜es (5.3)
possui um ciclo limite, o ponto de equil´ıbrio (105, 76; 3, 18) de (6.17) e´ assintoticamente
esta´vel.
• O valor ma´ximo sustenta´vel K do meio e´ de 200 pulgo˜es por ramo de a´rvore e podemos
verificar a ocorreˆncia na primeira coordenada do ponto de sela do sistema (5.3). Com a
aplicac¸a˜o do veneno, o ponto de sela para o novo sistema (6.17) passa a ser E1 = (190, 0),
e portanto acarreta uma diminuic¸a˜o no valor ma´ximo sustenta´vel. Isto sugere que ira˜o
surgir mais pulgo˜es alados.
As concluso˜es acima podem ser observadas nas Figuras 6.5 a 6.7.
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Figura 6.5: Trajeto´rias do modelo pulga˜o-joaninha de Holling-Tanner com e sem aplicac¸a˜o de veneno,
para x0 = 100 e Py0 = 5 e E = 0, 1.
Figura 6.6: Trajeto´rias do modelo pulga˜o-joaninha de Holling-Tanner com e sem aplicac¸a˜o de veneno,
para x0 = 60, Py0 = 4 e E = 0, 1.
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Figura 6.7: Trajeto´rias do modelo pulga˜o-joaninha de Holling-Tanner com e sem aplicac¸a˜o de veneno,
para x0 = 70, Py0 = 2, 6 e E = 0, 1.
Para finalizar esta sec¸a˜o, vamos elaborar um modelo baseado em regras fuzzy que simule
a aplicac¸a˜o moderada e cont´ınua de biocidas em a´rvores c´ıtricas, como fizemos anteriormente
para o Modelo de Holling-Tanner. Da mesma forma, nosso objetivo e´ estudar as consequ¨eˆncias
da aplicac¸a˜o de biocidas para as variac¸o˜es das populac¸o˜es de pulgo˜es e de joaninhas em uma
planta.
Para isso, vamos utilizar o modelo presa-predador p-fuzzy estudado no Cap´ıtulo 5, sec¸a˜o
5.3.
6.2.3 Formulac¸a˜o do Modelo Fuzzy
O objetivo quando se aplica um biocida em uma plantac¸a˜o e´ eliminar a praga. E´ natural
que se decida a quantidade de inseticida a ser aplicada um func¸a˜o da quantidade de pulgo˜es
presente nas a´rvores, ou seja, quanto maior a densidade populac¸ional de af´ıdeos, maior a
quantidade de biocida necessa´ria. Assim, optamos por modelar a varia´vel quantidade de
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biocida - veneno - por meio de um sistema baseado em regras fuzzy, dependendo da quantidade
de pulgo˜es - x.
No caso, temos uma varia´vel de entrada, x, e uma varia´vel de sa´ıda, veneno, como no
esquema da Figura 6.8.
Figura 6.8: Sistema baseado em regras fuzzy.
Dessa forma, obtem-se a seguinte base de regras:
1. SE (x e´ muito baixa) ENTA˜O (veneno e´ pouco)
2. SE (x e´ baixa) ENTA˜O (veneno e´ pouco)
3. SE (x e´ media baixa) ENTA˜O (veneno e´ pouco)
4. SE (x e´ media) ENTA˜O (veneno e´ medio)
5. SE (x e´ alta) ENTA˜O (veneno e´ medio)
6. SE (x e´ muito alta) ENTA˜O (veneno e´ muito)
Agora cada um dos adjetivos como baixa e pouco, sa˜o modelados matematicamente por
um conjunto fuzzy atrave´s de sua func¸a˜o de pertineˆncia. Os conjuntos fuzzy para a varia´vel
de entrada, x, sa˜o os mesmos utilizados no cap´ıtulo 5, sec¸a˜o 5.3. A varia´vel de sa´ıda assume
valores em [0, 1], que equivale a` porcentagem de retirada da populac¸a˜o de insetos presentes
na a´rvore. Para o nosso caso, as func¸o˜es de pertineˆncias das varia´veis de entrada e de sa´ıda
sa˜o do tipo triangular e trapezoidal (Figura 6.9).
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Figura 6.9: Func¸o˜es de pertineˆncia para: (a) a varia´vel de entrada - x - e (b) a varia´vel de sa´ıda -
veneno.
Utilizando o Me´todo de Infereˆncia de Mamdani e o me´todo de defuzzificac¸a˜o do Centro
de Gravidade, obtemos a curva veneno = veneno(x) e representada na Figura 6.10, sa´ıda do
sistema fuzzy.
Figura 6.10: Soluc¸a˜o dada pelo controlador fuzzy: veneno = veneno(x).
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O gra´fico da Figura 6.10 ilustra a quantidade de biocida que deve ser aplicada em func¸a˜o
da quantidade de pulgo˜es presentes na a´rvore, ou seja, a partir da densidade populacional de
af´ıdeos obtemos, atrave´s do controlador fuzzy, a porcentagem das populac¸o˜es de insetos na
a´rvore que sera´ retirada.
Simulac¸o˜es
Nas simulac¸o˜es nume´ricas procuramos observar as variac¸o˜es da quantidade de presas e
do potencial de predac¸a˜o com aplicac¸o˜es cont´ınuas de biocidas. Para isso consideramos a
quantidade me´dia de pulgo˜es e joaninhas num ramo de laranjeira. Iniciamos as simulac¸o˜es
com um nu´mero inicial x0 de pulgo˜es e um nu´mero inicial Py0 de potencial de predac¸a˜o num
ramo da a´rvore, escolhidos aleatoriamente.
A partir de x0, obtemos pelo controlador fuzzy acima o valor da varia´vel veneno. Da´ı, e´
feita a retirada nas populac¸o˜es de presas e de predadores, ou seja, vamos admitir que


x˜0 = x0 − veneno ∗ x0,
P˜y0 = Py0 − veneno ∗ Py0.
(6.19)
Agora x˜0 e P˜y0 sa˜o as varia´veis de entrada do controlador fuzzy estudado no cap´ıtulo 5,
sec¸a˜o 5.3, para a dinaˆmica pulgo˜es e joaninhas, e obtemos os valores de x′1 e P
′
y1. Em seguida
utilizando o sistema de equac¸o˜es (5.1), obtemos os valores de x1 e Py1.
A partir do novo valor x1, temos atrave´s do controlador fuzzy dessa sec¸a˜o, a nova quanti-
dade de biocida a ser aplicada e assim sucessivamente, como esquematizado na Figura 6.11.
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Figura 6.11: Sistema fuzzy composto pelos dois controladores fuzzy: veneno e sistema dinaˆmico.
A evoluc¸a˜o dos contingentes populacionais de presas e de potencial de predac¸a˜o obtida
ao longo do tempo para o modelo fuzzy, juntamente com o respectivo plano de fase, esta˜o
representados nas Figuras 6.12 a 6.14 para diferentes condic¸o˜es iniciais.
Figura 6.12: Plano de fase do modelo fuzzy para x0 = 60 e Py0 = 4
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Figura 6.13: Plano de fase do modelo fuzzy para x0 = 120 e Py0 = 5, 1
Figura 6.14: Plano de fase do modelo fuzzy para x0 = 120 e Py0 = 2, 1
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Portanto, obtemos soluc¸o˜es que convergem para o ponto de equil´ıbrio (105, 95; 2, 4) do
sistema fuzzy, como no Modelo de Holling-Tanner com controle qu´ımico cont´ınuo da sec¸a˜o
6.2.2. Pore´m, enquanto no modelo de Holling-Tanner a quantidade de biocida aplicada e´ fixa,
aqui procuramos levar em conta o n´ıvel de infestac¸a˜o das a´rvores por pulgo˜es para decidir a
quantidade de veneno que deve ser aplicado a cada iterac¸a˜o.
6.3 Resumo
Nesse cap´ıtulo iniciamos um estudo para investigar alguma pol´ıtica de controle da Morte
Su´bita dos Citros. Para isso, simulamos aplicac¸o˜es de biocidas em plantac¸o˜es de forma discreta
e de forma cont´ınua. Utilizamos o Modelo determin´ıstico de Holling-Tanner e elaboramos um
modelo baseado em regras fuzzy objetivando o uso cont´ınuo de inseticidas de acordo com a
infestac¸a˜o de pulgo˜es no pomar.
No pro´ximo cap´ıtulo apresentaremos as considerac¸o˜es finais e trabalhos futuros, ou seja,
alguns trabalhos que foram iniciados e que pretendemos concluir em breve.
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Cap´ıtulo 7
Considerac¸o˜es finais
Neste trabalho, apresentamos um modelo matema´tico de dispersa˜o da Morte Su´bita dos
Citros em um talha˜o de a´rvores c´ıtricas. Esse modelo e´ dado por um sistema baseado em regras
fuzzy, cuja dispersa˜o foi simulada utilizando-se um paraˆmetro considerado um conjunto fuzzy
que depende da intensidade do vento. Fizemos uso de um modelo de autoˆmatos celulares para
simular o espalhamento da Morte Su´bita dos Citros. Atrave´s desse modelo foi feito o estudo
da evoluc¸a˜o temporal e espacial da doenc¸a. Conclu´ımos que o padra˜o de espalhamento da
doenc¸a e´ na˜o local e depende da forc¸a do vento, e o progresso temporal da doenc¸a em um
talha˜o de citros, sendo mais acentuado na primavera, obedece a um crescimento log´ıstico a
cada ano.
Posteriormente, estudamos modelos cla´ssicos do tipo presa-predador de Lotka-Volterra e
de Holling-Tanner, uma vez que o pulga˜o e´ o agente transmissor da doenc¸a, e a joaninha, o seu
principal predador. Elaboramos treˆs diferentes bases de regras e, a partir delas, estudamos
treˆs modelos baseados em regras fuzzy, para modelar a interac¸a˜o presa-predador.
A partir desse estudo, estabelecemos um sistema baseado em regras fuzzy para simular a
dinaˆmica de pulgo˜es e joaninhas em uma a´rvore.
As trajeto´rias obtidas no plano de fase sa˜o comparadas a`s de um modelo determin´ıstico
presa-predador de Lotka-Volterra e tambe´m a um modelo determin´ıstico de Holling-Tanner.
Essas comparac¸o˜es so´ se realizaram porque, a partir do modelo baseado em regras fuzzy, foi
poss´ıvel encontrar os paraˆmetros das equac¸o˜es dos modelos determin´ısticos, visto que alguns
desses paraˆmetros esta˜o indispon´ıveis. Apo´s a obtenc¸a˜o desses paraˆmetros, foi poss´ıvel estudar
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a estabilidade dos modelos propostos.
Queremos ressaltar que, mesmo sem um sistema de equac¸o˜es diferenciais, observamos
a ascensa˜o da populac¸a˜o de presas seguida, com retardo, pela ascensa˜o da populac¸a˜o de
predadores nos contingentes populacionais, caracter´ıstica central dos modelos presa-predador
dados por um sistema de equac¸o˜es diferenciais.
Fizemos uso novamente de um modelo de autoˆmatos celulares e do modelo presa-predador
p-fuzzy para a dinaˆmica pulgo˜es e joaninhas, para descrever a dispersa˜o desses insetos em um
talha˜o de a´rvores c´ıtricas. Foi poss´ıvel constatar que as joaninhas na˜o conseguem eliminar
toda a populac¸a˜o de pulgo˜es, alia´s, o que e´ esperado de um modelo do tipo presa-predador,
mas e´ poss´ıvel controlar sua velocidade de dispersa˜o e, consequ¨entemente, da Morte Su´bita
dos Citros.
Em seguida, estudamos o efeito do uso de biocidas para as populac¸o˜es de pulgo˜es e joa-
ninhas numa plantac¸a˜o. Inicialmente, utilizamos o modelo presa-predador p-fuzzy para a
dinaˆmica pulgo˜es e joaninhas, para simular uma aplicac¸a˜o de um biocida e assim, antever seu
efeito no crescimento populacional da presa (pulga˜o) e do predador (joaninha) em um pe´ de
laranja. Conclu´ımos que a pulverizac¸a˜o de altas doses de agroto´xico eliminou praticamente
todos os predadores da a´rvore, e os pulgo˜es que sobraram tendem a se reproduzir rapidamente
na auseˆncia das joaninhas. Notamos que a populac¸a˜o de pulgo˜es atinge seu valor ma´ximo
sustenta´vel na a´rvore, algo que na˜o acontecia sem a aplicac¸a˜o de biocidas, uma vez que as
populac¸o˜es de presas e predadores estavam em equil´ıbrio. Conclu´ımos ainda que e´ necessa´rio
manter todo o tempo o nu´mero de pulgo˜es sob controle, pois a transmissa˜o e´ ta˜o ra´pida que,
mesmo que ele sugue uma planta tratada com inseticida, o v´ırus passa para a planta. Enta˜o,
para evitar a transmissa˜o, supo˜e-se que seja necessa´ria pulverizac¸a˜o cont´ınua no pomar em
brotac¸a˜o.
Fizemos um estudo da aplicac¸a˜o cont´ınua e moderada de biocidas em baixas quantidades
para modelo presa-predador de Holling-Tanner e tambe´m para o modelo presa-predador p-
fuzzy da dinaˆmica pulgo˜es e joaninhas. Observamos que ambos convergem para um ponto
de equil´ıbrio esta´vel e conclu´ımos que: uma aplicac¸a˜o moderada e constante de biocidas faz
crescer a populac¸a˜o de pulgo˜es e decrescer a de joaninhas no estado de equil´ıbrio; a estabilidade
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do ponto de equil´ıbrio foi alterada, visto que sem a aplicac¸a˜o de biocidas a dinaˆmica possui
um ciclo limite e caso contra´rio, o ponto de equil´ıbrio e´ assintoticamente esta´vel; a aplicac¸a˜o
do biocida acarreta uma diminuic¸a˜o no valor ma´ximo sustenta´vel. Isto sugere que ira˜o surgir
mais pulgo˜es alados.
7.1 Trabalhos Futuros
Nas pro´ximas sec¸o˜es mostraremos algumas ide´ias que iniciamos e que sera˜o feitas no futuro,
podendo trazer resultados importantes para melhorar e enriquecer nosso trabalho.
7.1.1 Trabalho Futuro I: Controle Biolo´gico de Pragas
O controle biolo´gico, no sentido amplo, deve ser o primero item a ser considerado em
qualquer planejamento de controle de uma doenc¸a, e em func¸a˜o do qual, outras te´cnicas
auxiliares, inclusive o emprego de defensivos seletivos, seriam aplicadas harmonicamente, no
sentido de princ´ıpios econoˆmicos, ecolo´gicos e toxicolo´gicos.
Controle biolo´gico e´ um fenoˆmeno natural que, quando aplicado de maneira bem-sucedida
para uma praga, pode prover uma soluc¸a˜o relativamente permanente, harmoniosa e econoˆmica
(DeBach [1974]).
Insetos entomo´fagos (vivem de outros insetos, vivem dos tecidos das v´ıtimas) sa˜o impor-
tantes agentes de controle biolo´gico. Esses insetos adquirem tal importaˆncia principalmente
pelo fato de procederem o controle natural, so´ necessitando da interfereˆncia do homem na sua
criac¸a˜o artificial em laborato´rio.
De acordo com Gallo et al. [1978] :
• O predador mata a presa rapidamente e precisa de mais de uma presa para completar
seu pro´prio ciclo de vida.
• O parasita na˜o mata o hospedeiro e usa um nu´mero variado de indiv´ıduos para completar
seu ciclo de vida.
• O parasito´ide mata seu hospedeiro lentamente e utiliza, no ma´ximo, um hospedeiro
para completar seu pro´prio ciclo de vida. Como existem casos de va´rios indiv´ıduos
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parasito´ides atacando o mesmo hospedeiro ao mesmo tempo, podemos dizer que estes
indiv´ıduos estariam usando menos um hospedeiro para completar seu ciclo. Entende-
se por parasito´ide um inseto que parasita somente os esta´gios imaturos, matando o
hospedeiro durante o seu processo de desenvolvimento, vivendo livre quando adulto.
Convencionou-se chamar de inimigo natural de uma determinada espe´cie qualquer outra
espe´cie que se adequar a uma das treˆs definic¸o˜es acima.
De um modo geral o parasitismo e´ complemento da predac¸a˜o, pouco interferindo um no
outro.
A eliminac¸a˜o completa da populac¸a˜o da praga na˜o e´ objetivo dos sistemas de controle
biolo´gico. O que se busca, na verdade, e´ a reduc¸a˜o na populac¸a˜o da praga ate´ um n´ıvel que
seja economicamente aceita´vel (Messenger et al. [1982]). A ide´ia central, enta˜o e´ “forc¸ar” o
sistema inimigo natural-praga a atingir um equil´ıbrio dinaˆmico no qual a populac¸a˜o da praga
esteja em n´ıveis ta˜o baixos que na˜o represente problema.
De acordo com DeBach [1974], o controle biolo´gico e´ a ac¸a˜o de inimigos naturais (para-
sito´ides, predadores ou pato´genos), mantendo a densidade de populac¸o˜es de um outro orga-
nismo (praga) abaixo do n´ıvel me´dio que ocorreria na auseˆncia deles.
Ha´ dois tipos de controle biolo´gico de pragas:
1. conservac¸a˜o de inimigos naturais: acontece quando o homem e´ ativamente envolvido no
melhoramento de condic¸o˜es ambientais para favorecer os inimigos naturais da praga;
2. controle biolo´gico cla´ssico: introduc¸a˜o intencional de organismos para o controle a longo
prazo de uma determinada praga, objetivando reduzir a abundaˆncia me´dia da praga
e, consequ¨entemente, reduzir a chance de preju´ızos futuros. E´ poss´ıvel ocorrer artifi-
cialmente o aumento de inimigos naturais atrave´s da liberac¸a˜o de espe´cies criadas em
laborato´rios. Os inimigos naturais a serem liberados podem ser da mesma espe´cie que
ja´ existe na lavoura, ou uma outra espe´cie que tenha eficieˆncia maior que a natural.
As principais vantagens (Gallo et al. [1970]) do controle biolo´gico sa˜o as seguintes:
1. na˜o deixa res´ıduos qu´ımicos;
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2. e´ mais espec´ıfico e geralmente na˜o provoca desequil´ıbrio ou causa problemas;
3. e´ mais permanente e eficiente para culturas perenes ou semi-perenes, onde a populac¸a˜o
da praga pode se manter todo o ano;
4. em geral e´ mais barato que o controle qu´ımico;
5. age no ecossistema.
A principal desvantagem citada por Gallo et al. [1970] e´ que tem ac¸a˜o mais lenta que os
inseticidas.
Para se fazer um controle biolo´gico, deve-se proceder da seguinte forma:
• procurar reduzir fatores desfavora´veis aos inimigos naturais no meio ambiente. Como
por exemplo, evitar o uso de inseticidas muito to´xicos aos inimigos naturais.
• aumentar os fatores ambientais favora´veis aos inimigos naturais;
• aumentar o nu´mero de espe´cies de insetos entomo´fagos, trazendo-os de outras regio˜es;
• aumentar o nu´mero de indiv´ıduos da populac¸a˜o de inimigos naturais com a criac¸a˜o
artificial e liberac¸a˜o dos mesmos.
Esse me´todo teve seu marco histo´rico com a introduc¸a˜o da joaninha australiana Rodolia
cardinalis (Mulsant) e do d´ıptero Chrytochaetum iceryae (Williston) importados da Autra´lia
em 1888, para controlar a ‘cochonilha branca australiana’, Icerya purchase (Mashell), nos
laranjais da Califo´rnia. Por volta de 1892, a praga foi reduzida a n´ıveis subeconoˆmicos.
Para se ter uma ide´ia, de acordo com Gravena [2001], foram realizadas ate´ 1992 mais de
230 introduc¸o˜es de inimigos naturais em todo o mundo. Em 20 pa´ıses de diferentes regimes
clima´ticos, a distribuic¸a˜o dos casos de sucesso pode ser visualizada na Tabela 6.1.
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clima Pa´ıses Grau de sucesso(1) (no) sucesso da categoria(1)(%)
P S C To S+C C somente
Tropical 4 4 4 12 20 80 60
Subtropical 5 4 20 20 44 91 45
Temperado - Subtropical 6 14 20 17 51 73 33
Temperado 5 15 30 14 59 75 24
Tabela 7.1: Sucesso no controle biolo´gio cla´ssico em 20 pa´ıses de acordo com o tipo de clima
geral. (1) P=parcial, S=substancial, C=completo, To=total.
Como se pode observar, ao contra´rio do pensamento comum e apesar das poucas in-
troduc¸o˜es realizadas nas regio˜es tropicais e subtropicais nas quais se inclui o Brasil, sa˜o nestas
a´reas que se obtiveram a maior proporc¸a˜o de introduc¸o˜es com sucesso completo, 60 e 45%,
respectivamente. Ironicamente, nos pa´ıses de clima temperado-subtropical e temperado cuja
cieˆncia e tecnologia sa˜o mais avanc¸adas, houve maior nu´mero de introduc¸o˜es de inimigos
naturais, mas o nu´mero de casos bem sucedidos foi inferior, 33 e 24% respectivamente.
Controle biolo´gico artificial mais conhecido no Brasil e´ aquele realizado contra a broca da
cana Diatraea Saccharalis (Fabr.) por moscas taquin´ıdeas e pela vespinha Cotesia flavipes
(Cameron) e contra a cochonilha das pastagens Antonina graminis (Maskell) pela vespinha
Neodusmetia sangwani (Gallo et al. [1970]). A produc¸a˜o comercial da bacte´ria Bacillus
thuringiensis, ja´ e´ ha´ muito uma realidade como lagarticida que entra em competic¸a˜o com
outros inseticidas organossinte´ticos. Esse tipo de controle biolo´gico foi colocado a` disposic¸a˜o
dos agricultores para substituir qualquer coˆmodo inseticida to´xico sem mudanc¸as radicais na
tecnologia de pulverizac¸a˜o comum.
Os inimigos naturais dos pulgo˜es sa˜o muitos, destacando-se: a joaninha Cycloneda san-
guinea, o microhimeno´ptero Aphidius Testaceips (Cresson, 1880) (Hymenoptera, Braconidae)
e a mosca Baccha clavata (Fabr., 1794) (Diptera, Syrphidae) (Gallo et al. [1970]).
Frequ¨entemente podem ser encontrados pulgo˜es mumificados em raza˜o do parasitismo por
Lysiphebus Testaceipes, um afid´ıdeo da famı´lia Aphidiidae. Eles depositam seus ovos nos
pulgo˜es e do ovo eclode uma pequena larva que devora o interior do af´ıdeo. Um af´ıdeo morto
pelo parasita e´ facilmente reconhecido, porque torna-se descolorido, r´ıgido e infla. Pulgo˜es
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parasitados por Lysiphebus Testaceipes tornam-se mumificados e os adultos emergem por
orif´ıcios feitos na porc¸a˜o posterior do corpo do hospedeiro (Hagen e McMurty [1979]) (ver
Figuras 6.8 a 6.11).
Figura 7.1: Foto reproduzida de Parra et al. [2003].
162
Figura 7.2: Adulto de Lysiphebus Testaceipes. Fonte: http://www.alnolux.com (05/07/2004).
Figura 7.3: Pulga˜o parasitado por Lysiphebus Testaceipes. Fonte: http://www.alnolux.com -
(05/07/2004).
163
Figura 7.4: Mu´mias de pulgo˜es. Fonte: http://www.alnolux.com (05/07/2004).
Com as observac¸o˜es feitas acima e atrave´s do uso da modelagem matema´tica no controle
de pragas, a formulac¸a˜o de uma boa estrate´gia de controle e´ poss´ıvel e podemos quase afirmar
que seja o ideal.
Esse objetivo seria atingido atrave´s da manipulac¸a˜o dinaˆmica de varia´veis de controle
do sistema presa-predador associado ao parasitismo. No cap´ıtulo 5 estudamos a interac¸a˜o
pulgo˜es-joaninhas atrave´s de um modelo presa-predador.
A modelagem matema´tica, quando aplicada ao controle biolo´gico de pragas, permite a
minimizac¸a˜o de custos, de riscos ambientais e a realizac¸a˜o de previso˜es, causando um menor
impacto ao meio ambiente. Desta forma, os poss´ıveis cena´rios alternativos resultantes de
simulac¸a˜o dos modelos permitem analisar a eficieˆncia do contole biolo´gico no campo.
A estrate´gia do controle biolo´gico de pragas tem que satisfazer as seguintes condic¸o˜es
importantes:
• o ecossistema praga-inimigo natural atrave´s do controle biolo´gico deve chegar a um
estado de equil´ıbrio em que a populac¸a˜o de pragas se estabilize num n´ıvel abaixo de
danos econoˆmicos e a populac¸a˜o de inimigos naturais se estabilize num certo patamar
para controlar o n´ıvel de pragas;
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• esse estado de equil´ıbrio do ecossistema controlado tem que ser esta´vel;
• o controle biolo´gico de pragas tem que ser econoˆmico no sentido de minimizac¸a˜o de
quantidade de aplicac¸o˜es no ecossistema.
Acreditamos que o ideal seria elaborarmos um modelo de controle de pragas no sistema
presa-predador associado a um modelo de parasitismo com o objetivo de conter a dispersa˜o
da Morte Su´bita dos Citros. Da´ı nosso sistema seria composto por treˆs equac¸o˜es da forma:


dP
dt
= aP − bPJ − cPA
dJ
dt
= −dj + ePJ
dA
dt
= −fA+ gAP
(7.1)
onde a, b, c, d, e, f, g > 0 e P (t) e´ a quantidade de pulgo˜es, J(t) e´ a quantidade de joaninhas e
A(t) e´ a quantidade de afid´ıdeos.
A proposta de um trabalho que complemente este e´ elaborar um modelo baseado em regras
fuzzy que contemple um modelo do tipo acima, ou seja, que inclua predac¸a˜o e parasitismo em
um u´nico modelo. Em particular, o objetivo e´ obter uma estrate´gia de controle de pulgo˜es
atrave´s de introduc¸a˜o de inimigos naturais (joaninha Cycloneda sanguinea e afid´ıdeo Lysiphe-
bus Testaceipes), que leve o sistema a um estado de equil´ıbrio em que a densidade de pragas
na˜o acuse danos econoˆmicos, e que a populac¸a˜o de inimigos naturais se estabilize em um valor
suficiente para controlar a praga.
Se em pomares contaminados, o controle biolo´gico total fosse poss´ıvel, os pomares distantes
na˜o contaminados permaneceriam assim por muito tempo (Gravena [2003a]).
A estrate´gia proposta seria aplicar esse controle de pragas na cultura da laranja, objeti-
vando o controle na velocidade de dispersa˜o da Morte Su´bita do Citros, ou seja, conter o seu
avanc¸o pelo Estado de Sa˜o Paulo e ganhar tempo ate´ que se confirmem cientificamente as
hipo´teses colocadas no Cap´ıtulo 1.
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7.1.2 Trabalho Futuro II - Proposta de um modelo cla´ssico de
presa-predador com difusa˜o-advecc¸a˜o
Estudamos no Cap´ıtulo 5 a dinaˆmica populacional de pulgo˜es e joaninhas restrita a uma
a´rvore e como se da´ a dispersa˜o desses insetos em um talha˜o de a´rvores c´ıtricas. Para isso
usamos o conhecimento dispon´ıvel sobre o comportamento de pulgo˜es, joaninhas e sobre a
interac¸a˜o entre eles, com o objetivo de incorpora´-los parcimoniosamente a um modelo de
simulac¸a˜o com autoˆmatos celulares.
O modelo descreveu basicamente o processo de dispersa˜o de pulgo˜es em um talha˜o de
laranjeiras, na presenc¸a do seu inimigo natural (joaninhas) e tambe´m a dispersa˜o de pulgo˜es
na auseˆncia de joaninhas, atrave´s da capacidade gra´fica e visual dessa classe de modelos.
A seguir, propomos teoricamente um modelo cla´ssico de presa-predador com difusa˜o-
advecc¸a˜o, com base em modelos ja´ existentes.
Em muitos trabalhos recentes, figuram estudos em que, ale´m de relac¸o˜es interespec´ıficas,
sa˜o inclu´ıdos fenoˆmenos espec´ıficos de dispersa˜o populacional e migrac¸a˜o (Sossae [2003]).
Como vimos, em modelos cla´ssicos, como por exemplo, nas equac¸o˜es diferenciais ordina´rias
de Lotka-Volterra, pressupo˜e-se uma distribuic¸a˜o homogeˆnea da populac¸a˜o em todo o domı´nio
espacial. No entanto em situac¸o˜es como a nossa, a na˜o-homogeneidade desempenha um im-
portante papel.
Murray [1989] e Edelstein-Keshet [1988], entre outros, citando Skellam em seu pioneiro
trabalho publicado em 1951, apresentam uma se´rie de cr´ıticas ao uso de modelos de variac¸a˜o
somente temporal, argumentando sobre a necessidade de se inclu´ırem as variac¸o˜es espaciais
nessa modelagem (Pregnolatto [2002]).
Desde 1974, diversos trabalhos paradigma´ticos teˆm surgido na literatura, modelando va-
riac¸a˜o espacial com dinaˆmica populacional de duas ou mais espe´cies, defendendo o uso de
difusa˜o-advecc¸a˜o ou de difusa˜o-convecc¸a˜o no estudo de fenoˆmenos de dispersa˜o e movimento
de populac¸o˜es.
E´ este o caso de Skellam, quando adotou, no seu trabalho, a equac¸a˜o com derivadas parciais
dadas por
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∂P
∂t
= div(D∇P )− div(V P ) + Pf(P ),
para modelar a dispersa˜o de determinada espe´cie, sendo o paraˆmetro D aquele descritivo da
dispersa˜o em termos de a´rea por tempo.
Dentro deste contexto que combina os sistemas cla´ssicos de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias
com caracter´ısticas mais recentes, com equac¸o˜es diferenciais parciais, a ide´ia e´ estudar modelos
de predac¸a˜o, considerando tambe´m fenoˆmenos como a dipersa˜o populacional e processos de
tipo migrato´rio de cada espe´cie, dinaˆmicas vitais e relac¸o˜es interespec´ıficas, algo semelhante
ao feito por Sossae [2003].
Nesta situac¸a˜o, para a populac¸a˜o de pulgo˜es P1 e populac¸a˜o de joaninhas P2 que interagem,
um modelo matema´tico que descreve tais fenoˆmenos, com P1 = P1(x, y, t), P2 = P2(x, y, t),
t ∈ (0, T ], (x, y) ∈ Ω ⊂ R2 e´ dado pelo sistema:


∂P1
∂t
= div(D1∇P1)− div(V P1)− P1F1(P1)
∂P2
∂t
= div(D2∇P2)− div(WP2)− P2F2(P2)
(7.2)
sendo o domı´nio Ω o meio considerado e, para i = 1, 2,
• Pi = Pi(x, y, t) as populac¸o˜es ou densidades populacionais;
• Di = Di(x, y, t) os coeficientes de difusa˜o ou dispersa˜o populacional;
• V e W campos de forc¸a devido a fatores externos como, por exemplo, ventos predomi-
nantes na regia˜o, ou ainda caracter´ısticas migrato´rias das espe´cies; e
• Fi dinaˆmica populacional da espe´cie, no meio Ω durante o per´ıodo [0, T ] que apresente
as caracter´ısticas que vierem a ser consideradas como essenciais, ou desejadas.
Como vimos, adotamos o tipo de interac¸a˜o entre pulgo˜es e joaninhas usando o modelo
presa-predador do tipo Holling-Tanner. Sendo assim, nosso sistema de equac¸o˜es proposto
neste caso e´ o sistema na˜o linear de Equac¸o˜es Diferenciais Parciais dado por:
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

∂P1
∂t
= div(D1∇P1)− div(V P1) + rP1
(
1− P1
K
)
− mP1P2
D + P1
∂P2
∂t
= div(D2∇P2)− div(WP2) + sP2
(
1− hP2
P1
)
P1(0) > 0, P2(0) > 0
(7.3)
onde r,m, s, h,D,K > 0, sendo
• P1 = P1(x, y, t) a quantidade de presas (pulgo˜es) em uma a´rvore por ramo;
• P2 = P2(x, y, t) a quantidade de predadores (joaninhas) em uma a´rvore por ramo;
• Di = Di(x, y, t) os coeficientes de difusa˜o ou dispersa˜o populacional;
• V campo de forc¸a devido ao vento e a taxia;
• W campo de forc¸a devido a taxia;
• a taxa de crescimento interespec´ıfica (func¸a˜o densidade-dependeˆncia) e´ a mesma taxa do
modelo log´ıstico para a espe´cie isolada. Desta forma, o crescimento das presas e´ inibido,
tendo uma capacidade suporte igual a K na auseˆncia de predadores;
• a taxa de ataque (efeito dos predadores) e´ crescente em relac¸a˜o a` quantidade de presas,
aproximando-se de um valor limiar estaciona´rio;
• a capacidade suporte da populac¸a˜o de predadores e´ x
h
, isto e´, P2 deve ser menor que
x
h
para que a populac¸a˜o de predadores cresc¸a;
• m e´ o nu´mero ma´ximo de presas que podem ser capturadas por um predador em cada
unidade de tempo (taxa ma´xima de predac¸a˜o per capita);
• D e´ o nu´mero de presas necessa´rias para se atingir metade da taxa ma´xima m;
• h e´ uma medida da qualidade aliment´ıcia proporcionada pela presa para conversa˜o em
nascimento de predadores.
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Nossa primeira ide´ia e´ o uso de um tratamento nume´rico semelhante ao de Pregnolatto
[2002] para soluc¸a˜o do sistema (7.3).
Vimos que, atrave´s do uso de simulac¸o˜es do tipo autoˆmatos celulares no Cap´ıtulo 5, foi
poss´ıvel visualizar duas espe´cies distintas interagindo em um mesmo ambiente.
O principal objetivo aqui e´ utilizar o modelo de dispersa˜o do tipo autoˆmatos celulares para
recuperar os paraˆmetros das equac¸o˜es (7.3).
Sugerimos um sistema de equac¸o˜es diferenciais parciais de presa-predador do tipo Holling-
Tanner com difusa˜o-advecc¸a˜o, objetivando o uso dos resultados dados pelo modelo de autoˆma-
tos celulares para encontrar os paraˆmetros desse sistema, e pretendemos atingir esse objetivo,
propo´sito que iniciamos e pretendemos concluir em breve.
7.1.3 Trabalho Futuro III - Controle O´timo
Como o custo de aplicac¸o˜es de biocidas e´ alto, devemos procurar uma estrate´gia de controle
de praga eficiente e mais barata. Isto nos leva a` procura de um controle o´timo.
A visa˜o ecolo´gica que considera um inseto como praga se e somente se a quantidade
deste inseto na lavoura causa danos econoˆmicos, pode servir como base para a formulac¸a˜o
do problema de controle o´timo de pragas.
A teoria de controle o´timo, desenvolvida em meados dos anos 50 com o Princ´ıpio do
Ma´ximo de Pontryagin, teve inicialmente grande aplicabilidade em problemas de engenharia.
A partir de enta˜o, foi encontrando grande aplicac¸a˜o em outras a´reas de conhecimento, como
por exemplo, nas cieˆncias biolo´gicas, com o estudo de controle o´timo de pragas (Zotin [2000]).
O objetivo da Teoria de Controle O´timo e´ determinar controles que levem um processo a
satisfazer algumas restric¸o˜es f´ısicas e biolo´gicas, ao mesmo tempo que minimizem (ou maxi-
mizem) algum crite´rio de performance. Um controle e´ dito admiss´ıvel se satisfaz as restric¸o˜es
de controle desde o in´ıcio ate´ o fim do processo, isto e´, durante todo intervalo [t0, tf ]. Analoga-
mente, uma trajeto´ria e´ chamada admiss´ıvel se ela satisfaz as restric¸o˜es das varia´veis de estado
durante todo o intervalo [t0, tf ] (Zotin [2000]).
Matematicamente, isto consiste na resoluc¸a˜o do seguinte problema: encontrar um controle
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admiss´ıvel u∗(t) que leve o sistema
x˙(t) = f(x(t), u(t), t),
a seguir uma trajeto´ria admiss´ıvel x∗ e que minimiza o crite´rio de performance
J = h(x(tf ), tf ) +
∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt
onde u∗(t) e´ chamado controle o´timo e x∗(t) a trajeto´ria o´tima.
Goh et al. [1974] apresentaram um exemplo da aplicac¸a˜o da teoria de controle o´timo em
Ecologia, atrave´s do modelo presa-predador de Lotka-Volterra. Neste trabalho, a varia´vel de
controle u(t) e´ a raza˜o de aplicac¸a˜o de um biocida que mata presas e predadores. E´ bem
conhecido que um inseticida mata insetos de maneira proporcional. Esse modelo assume que
o biocida na˜o deixa res´ıduo e a dinaˆmica do sistema e´ dada por:


dN1
dt
= (α1 − β1N2)N1 − b1uN1
dN2
dt
= (β2N1 − α2)N2 − b2uN2
(7.4)
sendo α1, β1, α2, β2, b1 e b2 constantes positivas.
Considerando,
N1(tf ) =
α2
β2
, N2(tf ) =
α1
β1
(7.5)
N1(t0) = N10, N2(t0) = N20 (7.6)
0 ≤ u(t) ≤ umax = constante (7.7)
O controle o´timo do problema ocorre quando a trajeto´ria partindo de (7.6) atinge (7.5) de
tal forma que a quantidade total de biocida usada
J =
∫ tf
t0
u(t)dt (7.8)
e´ minimizada.
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Observemos que neste caso, o n´ıvel (7.5) e´ atingido pelas populac¸o˜es na situac¸a˜o de
equil´ıbrio, na auseˆncia de controle.
Aplicac¸a˜o: Para o nosso caso espec´ıfico, vamos usar o modelo presa-predador de Holling-
Tanner, cuja dinaˆmica com controle u e´ dada por:


dx
dt
= rx
(
1− x
K
)
− mxy
D + x
− b1ux
dy
dt
= sy
(
1− hy
x
)
− b2uy
x(0) > 0, y(0) > 0
(7.9)
onde r,m, s, h,D,K, b1, b2 > 0 e u satisfaz (7.8).
Uma estrate´gia de controle o´timo e´ fixar os valores finais x(tf ) e y(tf ) desejados e obter a
aplicac¸a˜o o´tima u(t).
O controle o´timo de pragas no sistema presa-predador, neste caso, tem a finalidade de
manter a populac¸a˜o de pragas num n´ıvel de equil´ıbrio abaixo de danos econoˆmicos, isto e´,
x(tf ) e y(tf ) devem ser fixos quando t = tf .
Observe que o modelo acima dado por (7.8) equivale ao sistema (6.17) quando b1 = b2 = 0, 1
e u ≡ 1.
Um estudo completo da modelagem com controle o´timo foge um pouco do objetivo deste
trabalho e pretendemos realiza´-lo no futuro com controles fuzzy.
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Apeˆndice A
Ana´lise da Estabilidade do Modelo de
Lotka-Volterra
Considere o sistema de equac¸o˜es cla´ssico de Lotka-Volterra:


dx
dt
= ax− αxy
dy
dt
= −by + βxy
(A.1)
As varia´veis de estado x e y sa˜o, respectivamente, quantidade de presas e quantidade de
predadores em cada instante t. Os paraˆmetros sa˜o:
• a: taxa de crescimento da populac¸a˜o de presas na auseˆncia de predadores;
• α
β
e´ a eficieˆncia de predac¸a˜o, isto e´, a eficieˆncia de conversa˜o de uma unidade de massa
de presas em uma unidade de massa de predadores;
• b : taxa de mortalidade de predadores na auseˆncia de presas;
• o termo xy representa a chance de encontro entre presas e predadores (ambos uniforme-
mente distribu´ıdos no habitat).
Ao analisarmos um sistema do tipo quase-linear (A.1) devemos nos ater aos pontos cr´ıticos
do mesmo, ou seja, os pares de valores de x e y que tornariam as derivadas nulas e manteriam
o sistema em um equil´ıbrio constante, sem alterac¸a˜o nos valores de x e y. Verificando-se
o sistema acima, temos dois pares poss´ıveis: (0, 0) (soluc¸a˜o trivial) e
(
b
β
,
a
α
)
, populac¸o˜es
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constantes e na˜o-nulas de presas e de predadores, respectivamente, que podem coexistir em
equil´ıbrio.
A soluc¸a˜o nula na˜o nos interessa, de modo que e´ interessante que fac¸amos a ana´lise do que
ocorre quando as populac¸o˜es iniciais x0 e y0 esta˜o muito pro´ximas destas populac¸o˜es cr´ıticas,
ou seja, (x, y) e´ sempre pro´ximo de
(
b
β
,
a
α
)
. Com esta ana´lise verificamos a estabilidade do
ponto
(
b
β
,
a
α
)
. Fac¸amos a mudanc¸a de varia´veis x =
b
β
+ u e y =
a
α
+ v em (A.1) e obtemos


du
dt
= −bα
β
v − αuv
dv
dt
=
aβ
α
u+ βuv
cujo sistema linearizado e´ dado por


du
dt
= −bα
β
v
dv
dt
=
aβ
α
u
(A.2)
com polinoˆmio caracter´ıstico associado, λ2 + ab = 0. As ra´ızes sa˜o os imagina´rios puros
λ = ±i√ab. Neste caso, o ponto cr´ıtico e´ um centro (esta´vel) para o sistema linear (A.2). De
fato, tomando
dv
du
= −
aβ
α
bα
β
u
b
obtemos as curvas-soluc¸o˜es no plano-uv de fase, dadas por
aβ
α
u2 +
bα
β
v2 = k
(sendo k uma constante positiva arbitra´ria) que sa˜o elipses conceˆntricas para cada valor de
k > 0 (Figura A.1).
A transformac¸a˜o das caracter´ısticas dos pontos de equil´ıbrio dos sistemas linearizados
correspondentes aos pontos de equil´ıbrio do sistema quase-linear (A.1) e´ dada atrave´s do
Teorema de Linearizac¸a˜o de Lyapunov-Poincare´ (ver Bassanezi e Ferreira Jr. [1988], pa´gina
370).
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Figura A.1: Ciclo ecolo´gico. Fonte: Bassanezi e Ferreira Jr. [1988].
Contudo, essa ana´lise na˜o e´ o suficiente para que seja transportada ao sistema quase-linear,
pois o ponto cr´ıtico pode ser ou um ponto de uma espiral insta´vel no plano de fase ou ser
assintoticamente insta´vel. Podemos realizar o procedimento de divisa˜o de uma equac¸o˜es pela
outra no sistema original, conforme fizemos com o sistema linear associado, obtendo:
dy
dx
=
y(−b+ βx)
x(a− αy) −→
b− βx
x
dx+
a− αy
y
dy = 0
E atrave´s da separac¸a˜o de varia´veis e resoluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial resultante obtemos:
b ln x− βx+ a ln y − αy = c
Podemos demonstrar que essas curvas sa˜o curvas fechadas simples ao redor de
(
b
β
,
a
α
)
, que
enta˜o e´ um centro esta´vel. Pelo teorema da unicidade das soluc¸o˜es, dois gra´ficos de soluc¸o˜es
numa equac¸a˜o diferencial independente na˜o podem se interceptar. Por isso, soluc¸o˜es para as
equac¸o˜es acima nunca podem se cruzar e assim, as curvas obtidas na˜o se intercalam.
Note que no caso discreto as equac¸o˜es (A.1) sa˜o dadas por


x(t+ 1)− x(t) = ax(t)− αx(t)y(t)
y(t+ 1)− y(t) = −by(t) + βx(t)y(t)
(A.3)
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Dados a, b, α, β e os valores iniciais x(0) e y(0), podemos calcular passo a passo as
populac¸o˜es em cada valor de t, onde t e´ tomado como um mu´ltiplo do intervalo de tempo
unita´rio. Neste caso, as trajeto´rias na˜o sa˜o fechadas e o ponto de equil´ıbrio e´ um no´ insta´vel
(Figura A.2).
Figura A.2: Ciclo ecolo´gico “discreto”. Fonte: Bassanezi e Ferreira Jr. [1988].
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Apeˆndice B
Ana´lise da estabilidade do Modelo de
Holling-Tanner
Na˜o temos a pretensa˜o de fazer uma ana´lise detalhada da estabilidade do Modelo de
Holling-Tanner. Vamos apenas comentar resumidamente a estabilidade estrutural do modelo.
O modelo presa-predador de Holling-Tanner e´ dado pelo sistema de equac¸o˜es:


dx
dt
= rx
(
1− x
K
)
−m xy
D + x
dy
dt
= sy
(
1− yh
x
) (B.1)
onde r,m, s, h,D,K sa˜o constantes positivas.
O sistema (B.1) assume que a populac¸a˜o de presas cresce logisticamente com taxa de
crescimento intr´ınseca r e capacidade suporte K na auseˆncia de predac¸a˜o. A populac¸a˜o de
predadores cresce com raza˜o intr´ınseca s e capacidade suporte proporcional ao tamanho da
populac¸a˜o de presas. Este modelo faz considerac¸o˜es sobre o efeito da predac¸a˜o na˜o estabele-
cidas no modelo cla´ssico de Lotka-Volterra.
As soluc¸o˜es de equil´ıbrio, isto e´, soluc¸o˜es constantes, sa˜o de particular importaˆncia para a
teoria qualitativa e quantitativa deste sistema. O estudo assinto´tico de soluc¸a˜o perto de uma
soluc¸a˜o de equil´ıbrio e´ desejado. O conjunto de valores iniciais cujas soluc¸o˜es tendem para
uma soluc¸a˜o de equil´ıbrio e´ chamado de bacia de atrac¸a˜o deste ponto de equil´ıbrio. Portanto, o
problema de estabelecer as bacias de atrac¸a˜o de pontos de equil´ıbrio e´ de elevada importaˆncia
para aplicac¸o˜es na teoria de estabilidade.
Um resumo deste estudo pode ser dado atrave´s das iso´clinas, que sa˜o curvas obtidas
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considerando-se
dx
dt
= 0 e
dy
dt
= 0 e pelas trajeto´rias do plano de fase. Nestes gra´ficos,
as quantidades de presas, x, sa˜o plotadas horizontalmente e a quantidade dos predadores, y,
verticalmente. A intersecc¸a˜o destas duas linhas determina o equil´ıbrio ou ponto cr´ıtico para
o sistema onde ambas as populac¸a˜o sa˜o estaciona´rias.
As equac¸o˜es das iso´clinas sa˜o dadas por
y =
r
m
(D + x)
(
1− x
K
)
para populac¸a˜o de presas e
y =
x
h
para populac¸a˜o de predadores.
Para facilitar nossas contas, vamos dividir as varia´veis x e y e as constantes K e D pelo
valor de x no ponto cr´ıtico, ficando livres de alguns inoportunos termos quadra´ticos.
O ponto cr´ıtico torna-se


x∗ = 1
y∗ = rm−1(1−K−1)(1 +D)
(B.2)
Os elementos da matriz jacobiana sa˜o dados por
a11 = r[−K−1 +m(rh)−1(1 +D)−2]
a12 = −w(1 +D)−1
a21 = sh
−1
a22 = −s
As condic¸o˜es necessa´rias para estabilidade em uma vizinhanc¸a do ponto cr´ıtico sa˜o que:
1. trA < 0 −→ −a11 − a22 > 0 e
2. detA > 0 −→ a11a22 − a12a21 > 0
A segunda condic¸a˜o e´ necessariamente positiva, porque
a11a22 − a12a21 = rs[K−1 +mD(rh)−1(1 +D)−2] (B.3)
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e todos os termos do lado direito da igualdade sa˜o positivos.
A primeira condic¸a˜o pode ser escrita como
s
r
>
[
− 1
K
+
m
rh
1
(1 +D)−2
]
. (B.4)
Substituindo por
m
rh
da equac¸a˜o (B.2) temos
s
r
>
r(K −D − 2)
K(1 +D)
. (B.5)
O ma´ximo da iso´clina de presas esta´ em
K −D
2
.
Se
K −D
2
< 1(= x∗), K−D < 2 e o lado direito da equac¸a˜o (B.5) sera´ negativo. Portanto,
o modelo e´ esta´vel para todo
s
r
, se o ponto cr´ıtico estiver a direita do ma´ximo, ou
x∗ >
K −D
2
. (B.6)
Se x∗ esta´ a` esquerda do ma´ximo da iso´clina de presas, a estabilidade ocorrera´ se
s
r
for
maior que um valor limitado determinado pelos lados direitos das equac¸o˜es (B.4) ou (B.5).
Este valor tem um limitante superior quando k →∞; neste caso o 1
K
na equac¸a˜o (B.2) e na
equac¸a˜o (B.4) aproximam-se de zero, e retirando este termo em ambas equac¸o˜es e substituindo
para (1 +D) da modificada equac¸a˜o (B.2) em (B.4), a u´ltima reduz-se a
s
r
>
rh
m
. (B.7)
Enta˜o, como K cresce, o valor limitado aproxima-se de
rh
m
como um limitante superior.
Se
s
r
e´ menor que um valor limite, o ponto cr´ıtico e´ um foco insta´vel, e a trajeto´ria sera´
uma espiral convergindo para um ciclo limite ou para a extinc¸a˜o do sistema.
As propriedades do modelo presa-predador necessa´rias para este possuir um ciclo limite
esta´vel sa˜o dadas por Mayer e Butler [1993](pag.86-89).
Resumindo,
• Na Figura (a) K e´ pequeno e o ponto cr´ıtico a` direita do ma´ximo da iso´clina da presas
e´ foco esta´vel para todos os valores de
s
r
;
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• Na Figura (b) K e´ grande e o ponto cr´ıtico a` esquerda do ma´ximo da iso´clina da presas
e
s
r
e´ maior que o valor limitado dado por
rh
m
, neste caso o ponto cr´ıtico e´ foco esta´vel;
• Na Figura (c) K e´ grande e o ponto cr´ıtico a` esquerda do ma´ximo da iso´clina da presas
e
s
r
e´ menor que o valor limitado dado por
rh
m
, neste caso o ponto cr´ıtico e´ foco de um
ciclo limite;
• Na Figura (d) K =∞ e s
r
<
rh
w
, o ponto cr´ıtico e´ foco insta´vel.
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